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Abstract /Resume 



Abstract 

We study (not necessarily connected) Z-graded Aoo-algebras and their Aoo-modules. Using the 
cobar and the bar construction and Quillcn's homotopical algebra, wc describe the localisation of 
the category of Aoo-algebras with respect to Aoo-quasi-isomorphisms. We then adapt these methods 
to describe the derived category VooA of an augmented Aoo-algcbra A. The case where A is not 
endowed with an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its 
derived category can be described in the same way as in the augmented case. Next, wc compare two 
different notions of Aoo-unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to 
homotopy, there is no difference between these two notions. We then establish a formalism which 
allows us to view A^. -categories as Aoo-algebras in suitable monoidal categories. We generalize the 
fundamental constructions of category theory to this setting : Yoneda embeddings, categories of 
functors, equivalences of categories... We show that any algebraic triangulated category T which 
admits a set of generators is Aoo-pretriangulated, that is to say, T is equivalent to H°twA, where 
tw.4 is the Aoo-category of twisted objets of a certain Aoo-category A. 

Thus we give detailed proofs of a part of the results on homological algebra which M. Kontse- 
vich stated in his course "Triangulated categories and geometry" [Kon98]. 

Resume 

Nous etudions les Aoo-algcbres Z-graduccs (non nccessairemcnt connexes) et leurs Aoo-modules. En 
utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de l'algebre homotopiquc dc Quillcn, nous 
decrivons la localisation de la categorie des Aoo-algcbres par rapport aux Aoo-quasi-isomorphismes. 
Nous adaptons ensuite ces methodes pour decrire la categorie derivee "D^A d'une Aoo-algebre 
augmcntcc A. Lc cas ou A n'est pas muni d'une augmentation est traite differemmcnt. Neanmoins, 
lorsquc A est strictement unitaire, sa categoric derivee peut etre decrite de la memo manicrc 
que dans le cas augmente. Nous etudions ensuite deux variantes de la notion d'unitaritc pour 
les Aoo-algebres : l'unitaritc stricte et Punitarite homologique. Nous montrons que d'un point 
dc vue homotopique, il n'y a pas dc difference cntre ces deux notions. Nous donnons ensuite 
un formalisme qui permet de definir les Aoo-catcgories comme des Aoo-algebres dans certaines 
categories mono'idalcs. Nous generalisons a ce cadre les constructions fondamentales de la theorie 
des categories : le foncteur de Yoneda, les categories de foncteurs, les equivalences de categories... 
Nous montrons que toute categoric triangulec algcbriquc engendree par un ensemble d'objets est 
Aoo-prctriangulcc, e'est-a-dire qu'cllc est equivalcntc a _ff°tw„4, ou tw^4 est l'Aoo-categorie des 
objets tordus d'une certaine Aoo-categorie A. 

Nous demontrons ainsi une partie des enonces d'algebre homologique presentes par M. Kont- 
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Nous renvoyons a [KclOla] ct [KclOlb] pour une introduction aux Aoo-algebres et leurs modules. 
Cette these contient, entre autres, les demonstrations detaillees des enonces de [KelOla]. Hormis 
[Kon98] et [KelOla], nous nous sommes appuyes principalement sur l'article de V. Hinich [HinOl] 
et sur les travaux suivants : [Sta63a], [Pro85], [GJ90], [HK91], [GLS91], [Mar96], [Hin97]. Certains 
des resultats de cette these ont ete obtenus recemment et de maniere indcpendantc par K. Fukaya 
[FukOla], P. Seidel [Sei], A. Lazarcv [Laz02], V. Lyubashcnko [Lyu02] et M. Kontsevich ct Y. Soi- 
belmann [KS02b], [KS02a]. 

Structures strictes et structures a homotopie pres 

Les structures de l'algebre classique que Ton appelle strictes, par exemple les algebres associatives, 
commutatives ou les algebres de Lie, se sont revelees insuffisantes en topologie car elles ne sont 
pas compatibles avec l'homotopie. Ainsi, si X est un espace de lacets et Y est un espace topolo- 
gique homotope a X, il n'est pas toujours possible de transferer la structure de H-espace (qui est 
strictc) dc X vers Y. C'est pour pallier ce defaut que J. Stashcff [Sta63a] a introduit la notion de 
structure A^, qui est un assouplissement de celle de semigroupe topologique. Les structures 
font partie des structures a homotopie pres, c'est a dire des structures dont "le defaut de stric- 
titude" est controle de maniere coherente par des homotopies d'ordre superieur. Pour certaincs 
structures a homotopie pres, des homotopies d'ordre superieur sont connues de longue date comme 
les operations de Steenrod [Stc47], [Stc52] ou les produits de Massey. Les structures a homotopie 
pres se comportent bien rclativcmcnt aux equivalences d'homotopic : si un objet (topologique ou 
differentiel gradue) est muni d'une structure a homotopie pres, on peut sous certaines conditions la 
translater sur un autre objet quand ce dernier est homotope a l'objet de depart. La premiere partie 
de cette these traitera des Aoo -structures algebriques, e'est-a-dire des A^-structures dans le cadre 
dc l'algebre diffcrcnticllc graduec. Dans la dcuxicmc partie nous etudierons leurs generalisations 
au cadre catcgoriquc. 

Aoo-structures algebriques 

Soit K un corps. Une K^-algebre [Sta63b] est un K-espace vectoriel Z-gradue A muni de mor- 
phismes gradues 

ra, : A®* -f A, i> 1, 

de degre 2 — i, verifiant des equations dont la premiere dit que mi est une differentielle, la deuxieme 
que mi est une derivation pour la multiplication et la troisieme 



7712(7712 ® 1) — 777,2(1 ® 7712) = 6(1113) 
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que le defaut d'associativite de m 2 est mesure par le bord de m 3 dans l'espace differentiel gradue 
Hom(A® 3 , A). Intuitivement, une Aoo-algebre est done une "algebre differentielle graduee dont le 
defaut d'associativite est controle (au sens fort) par des homotopies d'ordre superieur" . Si A et A' 
sont deux Aoo-algebres, un Aoo -morphisme f : A — > A' est une suite de morphismes gradues 

fi-.A^^A', i>l, 

de degre 1 — i, verifiant des equations dont les premieres afhrmcnt que f± est un morphisme de 
complexes qui est compatible aux multiplications mi et m' 2 a une homotopic ji pres. De la meme 
manicre, si / et g sont des Aoo-morphismcs A—* A 1 , une homotopie h entre f et g est une suite de 
morphismes 

hi : A® 1 — > A', i>l, 

de degre —i, qui verifient des equations dont les deux premieres afHrment que hi est une homotopie 
entre les "morphismes d'algebres differcnticllcs graduees" 

fi et gi : (A,m 1 ,rri2) -> (A^m'^m^). 

Soit A une Aoo-algebre. Un A-polydule (appele A^-module sur A dans la litterature) est un K- 
espace vectoricl Z-gradue M muni de morphismes gradues 

mf 1 : M ® A®^ 1 —> M, i>l, 

de degre 2 — i, verifiant des equations dont les premieres afHrment que est une differentiellc 
et que m\ l definit unc action de l'algebre (fortcment homotopiquement) associative A dont la 
compatibilite a la multiplication de A est controlee par l'homotopie d'ordre superieur m\ l . Comme 
pour les Aoo-algebres, on a des A^ -morphismes entres A-polydules et des homotopies entre les 
Aoo -morphismes . 

Lien avec la theorie des operades 

Certains arguments de la these sont lies a la theorie des operades (par exemple, la theorie de l'obs- 
truction des Aoo-algebres (B.l)). Nous n'utiliserons pas explicitement le formalismc des operades 
dans nos enonces (et leurs demonstrations), lui preferant une approche naive. Rappelons neanmoins 
quclques faits et references sur ce sujet. 

Les complexes cellulaires de Stasheff \Ki x X.;}i>2 (voir [Sta63a]) forment une operade to- 
pologiquc [May72]. Les complexes de chaines qui leur sont associes forment done une operade 
diffcrentielle graduee. C'est l'opcrade des Aoo-algebres. Les operades differcnticllcs graduees ont 
ete etudiee abondamment au debut des annees 90 [HS93], [GJ94], [GK94] pour expliciter le lien 
entre les structures strictes et les structures a homotopie pros [GK94] , [Mar96] , [Mar99] , [MarOO] . 
En ce qui concernc les structures Aoo, on retiendra des operades deux rcsultats : V operade des Aqo- 
algebres est le modele minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de I 'operade des algebres 
associatives Ass ; le dual de Koszul Ass' de Ass est la co-operade des cogebres co-associatives. 

Chapitre 1 : une theorie de l'homotopie des Aoo-algebres. 

Rappelons pour commencer un resultat de H. J. Munkholm. Soit DA la categorie des algebres 
diffcrentielles graduees (verifiant certaines conditions sur la graduation et sur la connexite) et Ho DA 
la localisation de DA par rapport aux quasi-isomorphismes. Soit DASH la categoric des algebres 
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differentielles graduees dont les morphismes sont les Aoo-morphismes. Utilisant les idees de J. Sta- 
sheff et S. Halperin [SH70], H. J. Munkholm [Mun78] (voir aussi [Mun76]) a montre, premierement, 
que la relation d'homotopie sur HorriDA(^4, A'), A, A' £ DA, (qui n'est pas une relation d' equivalence 
en general) s'etend en une relation sur les espaces de morphismes HorriDASH (A, A') qui est une 
relation d 'equivalence quelles que soient A et A' , et deuxiemement, que la categorie Ho DA est 
equivalente au quotient de DASH par cette relation d 'equivalence. En d'autres termes, quitte a aug- 
menter le nombre de morphismes entre algebrcs differentielles graduees, la localisation par rapport 
aux quasi-isomorphismes est equivalente au passage au quotient par rapport a l'homotopie. Dans 
la premiere partie de ce chapitrc, nous generaliserons les resultats de [Mun78] aux Aoo-algcbres. 
Un 

A-oc" quasi- is omorphisme f est un Aoo-niorphismc tcl que f\ est un quasi- isomorphismc. Nous 
montrons les resultats suivants : 

(Theoreme de l'homotopie) La relation d'homotopie sur les Aqo -morphismes est une relation d 'equiva- 
lence (1.3.1.3 a). 

(Theoreme des Aoo-quasi-isomorphismes) Tout A^-quasi-is omorphisme d'Aoo-algebres est inver- 
sible a homotopie pres (1.3.1.3 b). 

L'analogue topologique du theoreme des Aoo-quasi-isomorphismes est du a M. Fuchs [Fuc76] (voir 
aussi [Fuc65] ) . Dans sa these [Pro85] , A. Proute a montre les deux theoremes sous des conditions 
sur la graduation ou la connexite (voir aussi [Kad87]). La necessite de generaliser ces resultats est 
due fait que dans les constructions de K. Fukaya et al. de Aoo-algebres (Aoo-categories), des com- 
posantes non nulles peuvent apparaitre en tout degre entier. Dans le cas general, nous deduirons les 
theoremes ci-dessus des resultats suivants : la construction bar B est une equivalence de categories 
entre Alg^, la categorie des Aoo-algebres, et la sous- categorie des objets cofibrants et fibrants d'une 
categorie de modeles Cogc de cogebres (1.3.1.2). La construction bar fait correspondre l'homotopie 
des Aqo -morphismes a l'homotopie a gauche de Cogc entre morphismes entre objets cofibrants et 
fibrants (1.3.4-1) et les Aoo-quasi-isomorphismes aux equivalences faibles (1.3.3.5). 

La categorie Cogc en question est la categorie des cogebres differentielles graduees cocompletes. 
Soit Alg la categoric des algebrcs differentielles graduees et il : Cogc — > Alg la construction cobar. 
La structure de categorie de modeles de Cogc (1.3.1.2. a) est telle que le couple de fonctcurs adjoints 

(Sl,B) : Cogc Alg, 

est une equivalence de Quillen (1.3.1.2. b). L'utilisation de ce couple de foncteurs adjoints pour 
ctudier la categorie Alg[Q«s _1 ] remonte aux annees 70 avec les travaux de D. Husemoller, J. C. Moore 
et J. Stashcff [HMS74] (voir aussi [EM66]). lis considerent les algebres augmentees differentielles, 
graduees positivement d'une part et les cogebres co-augmentccs differentielles, graduees positive- 
mcnt ct connexes d'autre part, et montrent que la localisation de la categoric des algebres par 
rapport aux quasi-isomorphismes est equivalente a la localisation de la categorie des cogebres 
par rapport aux quasi-isomorphismes. Sans les hypotheses sur la graduation ou la connexite, leur 
enonce n'est plus vrai. Dans le cas general (1.3.1.2), nous devons remplacer la classe des quasi- 
isomorphismes de Cogc par une classe de morphismes (appeles equivalences faibles) qui est stric- 
tement contenue dans celle des quasi-isomorphismes (1.3.5.1. c). Nous montrons qu'entre deux 
cogebres graduees positivement, les equivalences faibles sont exactement les quasi-isomorphismes 
(voir 1.3.5.1. e). Nos resultats generalised done [HMS74, Chap. II, Thm. 4.4 et Thm. 4.5]. 

Notre demonstration du fait que Cogc admet une structure de categorie de modeles (1.3.1.2) 
suit les idees de V. Hinich [HinOl] inspirees de celles de Quillen [Qui67], [Qui69]. Nous relevons 
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la structure de categorie de modeles de Alg le long de l'adjonction (fl,B). Cette adjonction est 
du meme type que l'adjonction cntrc la categorie des algebres de Lie differentielles graduees et 
la categorie des cogebres cocommutatives differentielles graduees en homotopie rationnelle. Elle 
provient de la dualite de Koszul entre l'operade Ass et la co-operade des cogebres co-associatives. 

La caracterisation des objets fibrants de Cogc peut etre interpretee comme une consequence du 
fait que l'operade des Aoo-algebres est lc modclc minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] 
de l'operade des algebres associatives. Ce fait implique que l'obstruction a la construction par 
recurrence des morphismcs gradues to, ; , i > 1, dcfinissant une Aoo-structure sur un objet graduc 
A est de la forme il m n+1 doit tuer un certain cocycle (construit a partir des m*, 1 < i < n)" (voir 
B.1.2). La condition qui mesure l'obstruction a la construction par recurrence des Aoo-rnorphismes 
est du meme type (B.1.5). Nous appelons l'etude de ces obstructions la theorie de l'obstruction des 
Aoo-algebres. Cette theorie est l'objet de l'appendice (B.l). 

A la fin du chapitre 1, nous redemontrerons (1.4.1.1) la "compatibilite des structures Aqo a 
Phomotopie" : soit A une Aoo-algebre et 

g:(V,d)^(A,mf) 

une equivalence d'homotopie de complexes. II existe une structure d'Aoo-algebre sur V telle que 
m\ est egale a d et telle que V et A sont homotopes en tant qu 'Aoo-algebres. Cc rcsultat est 
bien connu. T. Kadeishvili [Kad80] et A. Proute [Pro85] Font montre dans le cas ou d = et sous 
des hypotheses sur la graduation et la connexite en utilisant la mcthode des obstructions. Le cas 
general est du a V. K. A. M. Gugenheim, L. A. Lambe et J. Stasheff [GLS91] qui utilisent "l'astuce 
du tenscur" invcntec par J. Huebschmann [Hue86]. Le point essentiel de leur demonstration est 
que le lemmc de perturbation [Gug72] est compatible a une structure additionnelle (de cogebre 
dans notre cas). Sur ce sujet, voir aussi [HK91], [GL89] ct les rappcls historiques de la section 
1.4. Notre demonstration de la "compatibilite a l'homotopie" (section 1.4.1.1) sera basee sur la 
theorie des obstructions (B.l). La "compatibilite a l'homotopie" implique que toute Aoo-algebre A 
admct un modele minimal, i. e. une structure Aqo sur l'homologic H* A telle que H* A et A sont 
homotopes en tant qu'Aoo-algebres (1.4.1.4). Lc lien cntrc un certain modclc minimal obtcnu par 
notre methode et celui obtenu par le lemme de perturbation [GLS91] est decrit en (1.4.2.1). 

La "minimalite" du modele H* A ci-dessus se refere au fait que la cogebre tensorielle B(H*A) 
est un modele minimal (au sens de H. J. Baues et J.-M. Lemaire [BL77]) de la cogebre BA. 

Chapitre 2 : une theorie de l'homotopie des polydules. 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Rappelons que dans cette these les structures communcmcnt 
appelecs Aoo-modulcs sur A sont appclees A-polydules ("poly" car la structure est donnee par 
plusicurs multiplications) . 

Le but de ce chapitre est de decrire la categorie derivee T>ooA dont les objets sont les A-polydulcs 
strictement unitaires. On adapte pour cela les methodes d'algebre homotopique du chapitre 1 aux 
A-polydules. La categorie derivee d'une Aoo-algebre qui n'est pas munie d'une augmentation sera 
ctudiee au chapitre 4. 

Soit C une cogebre differentielle graduee co-augmentee cocomplete et Come C la categorie des C- 
comodules differentiels gradues co-unitaires cocomplets. Nous construisons (2.2.2.2) une structure 
de categorie de modeles sur ComcC qui est telle que, si A est une algebre differentielle graduee 
augmentee et r : C — > A une cochaine tordante admissible acyclique, le couple de foncteurs adjoints 
"produits tensoriels tordus" (2.2.1) 

(_ ® T A, ? ® T C) : Come C -> Mod A 
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est une equivalence de Quillen. Les foncteurs "produits tensoriels tordus" remplacent ici les construc- 
tions bar et cobar du chapitre precedent. La categorie homotopique Ho Come C (voir appendice A) 
est done equivalente a la categorie derivee 

VA = Ho Mod A 

Dans [HMS74], D. Husemoller, J. C. Moore et J. Stasheff ont demontre un resultat (le theoreme 
5.15) un peu plus general mais sous des hypotheses sur la graduation et la connexite. Nous ne 
considererons pas ici les algebres et les cogebres etendues (voir [HMS74]), nous restreignant a 
l'etude separee des (co)algebres et de leurs (co)modules. Remarquons juste que notre resultat 
(2.2.2.2) generalise la specialisation du theoreme 5.15 de [HMS74] a la sous-categorie formee des 
algebres etendues (M, A, 0), oiii est une algebre fixee et M un A- module, et a son image dans la 
categorie des cogebres etendues. 

Nous etudions ensuite les objets fibrants de ComcC pour une certaine classe de cogebres C. 
Soit A une Aoo-algebre augment ee et Modoo A la categorie des A-polydules strictement unitaires 
dont les morphismes sont les Aoo-morphismes strictement unitaires. Notons B + A la construction 
bar co-augmentcc de la reduction A de A. Lorsque C est une cogebre isomorphe a B + A, nous 
montrons (2.4.1.3) a l'aide de la theorie de l'obstruction (B.2) qu'wn objet de ComcC est fibrant si 
et seulement si il est facteur direct d'un objet presque colibre. Comme tous les objets de Come C sont 
cofibrants, la sous-categorie des objets cofibrants et fibrants est l'image essentielle de la construction 
bar des A-polydules strictement unitaires. Nous en deduisons (2.4.2.2) que la categorie derivee 

V^A = Modoo AllQis}^ 1 } 

est equivalente au quotient de la categorie Modoo A par la relation d'homotopie (ceci montre le 
theoreme des Aoo-quasi-isomorphismes pour les A-polydules). La structure triangulaire de V^A 
sera etudiee dans la section (2.4.3). 

Dans la section 2.5, nous etudions, par les memes methodes, la categorie derivee des bipolydules 
(appeles Aoo-bimodules dans la litterature) strictement unitaires sur deux Aoo-algebres augmentees. 
Nous utiliserons les resultats de cette section dans la seconde partie de la these qui concerne les 
Aoo-categories. 

Chapitre 3 : les unites. 

Une K-algebre associative {A, /z) est unitaire si elle est munie d'un morphisme r\ : K — > A vcrifiant 
les relations 

[l(j]®\) = \ et (& 77) = 1. 

II existe plusieurs relevements de la notion d'unitarite aux Aoo-algebres. Nous en etudions deux : 
Vunitarite stride (deja prescntc dans la version topologique de J. Stasheff [Sta63a]) et Vunitarite 
homologique. L'unitarite stricte est la notion qui nous permettra de generaliser certaines proprietes 
classiques des algebres unitaires aux Aoo-algebres. L'unitarite homologique, plus gencrale, apparait 
dans les exemples geometriques [Fuk93]. Nous montrons que d'un point de vue homotopique il n'y 
a pas de difference entrc ces deux relevements possibles de la notion d'unitarite. Plus precisement, 
nous montrerons le resultat suivant : soit (Algoo)^ la categorie des Aoo-algebres homologiquement 
unitaires dont les morphismes sont les Aqo -morphismes homologiquement unitaires et (Algoo)^ 
la categorie des Aoo-algebres strictement unitaires dont les morphismes sont les A 00 -morphismes 
strictement unitaires. Les categories (Alg^J, et (Algoo) sM deviennent equivalentes apres passage 
a I'homotopie (3.2.4.4). La demonstration de cc resultat sera basee sur une theorie de l'obstruction 
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des Aqo -structures minimales (B.4) et sur l'existence d'un modele minimal strictement unitaire 
pour les Aoo-algebres strictement unitaires (3.2.4.1). 

Recemment, K. Fukaya [FOOO01], [FukOlb], P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02] et V. Lyuba- 
shenko [Lyu02] ont etudie le probleme des unites de maniere independante. Le relevement de la 
notion d'unitarite dc V. Lyubashenko se specialise a notre notion d'unitarite homologique si on 
travaille sur un corps (V. Lyubashenko travaille sur un anneau commutatif quelconque). 

Chapitre 4 : la categorie derivee. 

Ici, nous dcfmissons la categorie derivee d'une Aoo-algebre quelconque A (non neccssairement 
strictement unitaire). Nous montrerons que, lorsque A est strictement unitaire, sa categorie derivee 
admet les quatre descriptions suivantes (4.1.3.1) : 

Dl. la sous-categorie triangulce Tria A de la categorie derivee V 00 (A + ) (oil A + est l'augmcntation 
de A et 1 D ao {A + ) est definie dans le chapitre 2), 

D2. la categoric 

HooA = ModooA/- 

oil Modoo A est la categorie des ^4-polydules strictement unitaires et ~ est la relation d'homotopic, 
D3. la categorie localisee 

( Modoo A^Qis- 1 ] 
ou Qis est la classe des A^-quasi-isomorphismes de Modoo A, 
D4. la categorie localisee 

( Mod^ rict A) [Qis" 1 } 

oil Modo^ rlct A est la sous-categorie non pleine de Modoo A dont les morphismes sont les Aqo- 
morphismcs stricts. 

Nous montrerons (4.1.3.8) que si A est une algebre differentielle graduee unitaire, la categorie 
derivee T>A (voir par exemple [Kel94a]) est equivalente aux categories definies ci-dessus. 

Chapitre 5 : preliminaires sur les Aoo-categories. 

La notion d'Aoo-categorie est une generalisation naturelle de celle dAoo-algebre. Au debut des 
annees 90, les travaux de K. Fukaya [Fuk93] (voir aussi [FukOlb]) ont montre qu'elle apparait na- 
turellement dans l'etude de l'homologie de Floer. Inspire par ces travaux, M. Kontsevich, dans son 
expose [Kon95] au congres international, a donne une interpretation conjecturale de la symetrie 
miroir comme I' "ombre" d'une equivalence entre les categories derivees de deux Aoo-categories 
d'originc geometrique (voir aussi [PZ98] oil ccttc conjecture a ete demontree pour les courbes ellip- 
tiqucs). Dans la suite de cette these, nous generalisons au cadre Aoo-categorique les constructions 
fondamentales de la theorie des categories : le foncteur de Yoneda, les categories de foncteurs, les 
equivalences de categories, etc. , et demontrons certains des resultats enonces ou implicites dans 
[Kon98] . Nous utiliserons ou adapterons pour cela certaines methodes de la premiere partie de la 
these. 

Une Aoo-categorie est une Aoo-algebre avec plusieurs objets, et reciproquement, une Aoo-algebre 
est une Aoo-categorie avec un objet. Les problemes souleves par l'augmentation du nombre d'objets 
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sont nombreux et la generalisation des resultats des chapitres precedents est parfois tres technique 
(par exemple pour l'liomotopie entre Aoo-morphismes). Nous introduisons une bicategorie C dont 
les objets sont les ensembles. Comme C est une bicategorie, pour tout ensemble O, la categorie des 
morphismes C(0, 0) est une categorie mono'idale (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Nous definissons 
(5.1.2.1) une petite Aoo-categorie dont Pensemble des objets est en bijection avec un ensemble O 
comme une Aoo-algcbre dans C(0, O). Nous definissons ensuite les Aoo-foncteurs et les categories 
diffcrcnticlles graduees C^A et C oc (A,B) de .A-polydules et ^4-B-bipolydules strictement unitaires 
(A et B sont des Aoo-categories strictement unitaires). Un lemme clef qui sera utile pour la construc- 
tion de l'Aoo-foncteur de Yoneda (chapitre 7) est demontre en (5.3.0.1). 

Chapitre 6 : la torsion d'Aoo-categories. 

Dans cc chapitre, nous gcncralisons aux Aoo-algcbrcs une technique de torsion bien connue en 
theorie des deformations (pour un panorama, voir par exemple [Hue99]). Soit A 
Considerons l'equation de Maurer-Cartan generalisee 

oo 

rrii{x® . . .®x) = 0. 

i=l 

Nous montrons (6.1.2 et 6.2.4) qu'une solution x de cette equation (lorsqu'ellc a un sens) domic 
une nouvelle Aoo-categorie A x appelee la torsion de A par x. La torsion des Aoo-algebres est due 
a K. Fukaya qui l'a introduite (ainsi que celle des Loo-algebres) dans [FukOlb] et [FukOla] pour 
l'etude des Aoo-deformations. Nos formules pour les compositions tordues mf , i > 1, de A x sont 
les memes (a des signes equivalents pres) que dans [FukOlb] mais la demonstration du fait qu'elles 
dchnisscnt bien une structure d'Aoo-categoric est differcntc. Nous decrivons ensuite la torsion des 
Aoo-foncteurs (6.1.3 et 6.2.5) et des (bi)polydulcs (6.1.4 et 6.2.6) par des solutions de l'equation de 
Maurer-Cartan. Nous montrons aussi que si un Aoo-foncteur / induit un quasi-isomorphisme dans 
les espaces de morphismes, sa torsion f x induit elle aussi un quasi-isomorphisme dans les espaces 
de morphismes (6.1.3.4). 

La torsion sera utile dans les chapitres 7 et 8. 

Chapitre 7 : l'Aoo-foncteur de Yoneda et les objets tordus. 

Soit A une categorie. Rappelons que le foncteur de Yoneda est le foncteur 

A^ModA, A i— > Hom^(— , A). 

Dans cc chapitre, nous relevons cc foncteur en un Aoo-fonctcur (7.1.0.1) 

y.A^CooA, A h-> Horru(— , A), 

ou A est une Aoo-categorie. Si A est strictement unitaire, nous montrons que l'Aoo-foncteur y est 
strictement unitaire et qu'il se factorise par 1' Aoo-categorie des objets tordus tw^4 (7.1.0.4). Les 
compositions de 1' Aoo-categorie tw^4 sont obtenues par torsion (chapitre 6). 

Si Q est une categorie differentielle graduee unitaire, la categorie (differentielle graduee) des 
objets tordus est due a A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] (ils la notent Pr-Tr + C/). Le 
but dc [BK91] est de pallier un defaut des axiomes des categories triangulees pour decrire les 
categories derivees [Ver77] : le cone n'est pas fonctoriel. Plutot que les categories triangulees, 
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ils considerent les categories pre-triangulees decrites a l'aide de la categorie des objets tordus 
ct montrent l'equivalence de categories suivante : soit £ une categorie pre-triangulee (H°£ est 
alors triangulee). Soit Q une sous-categorie pleine de £. La sous-categorie triangulee tria C/ c H°E 
engendree par Q est equivalente a la categorie triangulee 77°(Pr-Tr + C7). Dans le cas Aoo, on a les 
memes resultats : nous montrons (7.4) que si A est gorie strictement unitaire, les 

categories 

H°twA ct tria A C V^A 

sont equivalentes (comme annonce dans [Kon95]). De plus, nous montrons (section 7.6) que toute 
categorie triangulee algebrique qui est engendree par un ensemble d'objets est Aoo-pre-triangulee, 
i. e. elle est equivalente a _ff°tw^4, pour une certaine Aoo-categorie A. 

Soit A gorie strictement unitaire. La categorie CooA est differcnticlle graduee et 

l'Aoo-foncteur de Yoneda y : A — > CooA induit (7.4.0.1) un quasi-isomorphisme dans les espaces de 
morphismes. Nous en deduisons que l'image y(A) C CooA est une categorie differentielle graduee 
unitaire qui est quasi-isomorphe a A. Ceci montre que d'un point de vue homologique, l'etude des 
Aoo-categorics strictement unitaircs (et memo homologiquement unitaires, par lc chapitrc 3) rcvicnt 
a l'etude des categories diffcrcnticllcs graduces unitaires. Conccrnant les categories different iellcs 
graduces et leurs categories derivees, on renvoie a [Kcl94a], [Kel99]. 

Chapitre 8 : l'Aoo-categorie des Aoo-foncteurs. 

Soit A et B deux Aoo-categories strictement unitaires. Nous definissons (8.1.1 et 8.1.3) une Aoo- 
categorie FunCoo(^4, £>) dont les objets sont les Aoo-foncteurs strictement unitaires A — > B. La 
difficulte consiste a definir les compositions superieures des morphismes entre Aoo-foncteurs. Nous 
utiliserons pour cela la methode de la torsion du chapitre 6. Cette Aoo-categorie est fonctorielle en A 
et B (8.1.2). Nous en deduisons une 2-categorie catoo dont les objets sont les petites Aoo-categories 
strictement unitaires et les espaces de morphismes A — > B sont les categories 

catoo (,4, B) = i?°FunCoo(A^), A,B £ Obj catoo- 

Nous caracterisons (8.2.2.3) ensuite les elements 

H £ Hom FunCoo (^ )B )(/,5), f,g:A->B 

qui deviennent des isomorphismcs / — > g dans la categorie catoo (A, B). La demonstration de cette 
caracterisation utilisera l'existence d'un A^-foncteur de Yoneda generalise (8.2.1) 

z : FunCoo(AB) ^Coo(A^) 

qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. 

L'Aoo-categorie FunCoo(-4, B) a etc construite independammcnt par K. Fukaya [FukOlb], V. Lyu- 
bashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Bien qu'obtenues par des 
methodes differentes, les compositions de FunCoo(^4, B) de [Lyu02] sont les memes que les notres. 

Chapitre 9 : les Aqo- equivalences. 

Soit A une Aoo-categorie strictement unitaire. Dans (9.1), nous relevons la notion d'isomorphisme 
de H°A a A. Nous montrons ensuite qu'un Aoo-foncteur / : A — > B est une Aoo -equivalence si 
et seulement si /i est un quasi-isomorphisme et s'il induit une equivalence de categories (au sens 
classique) entre H°A et H°B (9.2). D'autres demonstrations dc cette caracterisation (annoncce 
dans [Kon98]) se trouvent dans [FukOlb] ct [Lyu02]. 
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Theorie de Phomotopie des 
Aoo-algebres 

Introduction 

Rappelons trois resultats classiques sur les Aoo-algebres : 

1. (Relation d'homotopie) La relation d'homotopie sur les Aoo-morphismes est une relation 
d'equivalence (1.3.1.3 a). 

2. (Aoc-quasi-isomorphisme) Tout Aoo-quasi-isomorphisme d'Aoo-algebres est inversible a ho- 
motopie pres (1.3.1.3 b). 

3. (Modele minimal) Toute Aoo-algcbre admet un modele minimal (1.4.1.4). 

Dans la littcraturc, les resultats 1 ct 2 sont demontres pour les Aoo-algebres vcrifiant ccrtaincs 
conditions sur leur graduation ou leur connexite (voir les references figurant dans le corps du cha- 
pitre). Le but de ce chapitre est de les generaliser aux Aoo-algebres quelconques. 

Plan du chapitre 

Le chapitre est divise en quatre sections. Dans la section 1.1, on fixe les notations et on definit les 
algcbres fibres et les cogebres tensorielles. 

Dans la section 1.2, on definit les Aoo-algebres, les Aoo-morphismes et les homotopies entre 
Aoo-morphismes. On rappclle les constructions bar et cobar (1.2.2). 

Dans la section 1.3, nous montrons le resultat principal (1.3.1.2) de cc chapitre : 

La categorie Cogc des cogebres differentielles graduees cocompletes admet une structure de categorie 
de modeles qui la rend Quillen-equivalente a la categorie de modeles Alg des algebres differentielles 
graduees. Tous les objets de Cogc sont cofibrants et les objets fibrants de Cogc sont ceux qui, en 
tant que cogebres graduees, sont isomorphes a des cogebres tensorielles reduites. 

La demonstration du fait que la categorie Cogc admet une telle structure nous a ete inspiree du 
travail de V. Hinich [HinOl]. Nous considerons des objets filtres et etudions dans ce cadre les 
proprietcs des constructions bar et cobar. La caracterisation des objets cofibrants sera immediate 
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car les cofibrations sont les injections. La caracterisation des objets fibrants sera un resultat plus 
profond, consequence du theoreme (1.3.3.1) : la categorie des Aoo-algebres Alg^ admet une struc- 
ture de "categorie de modeles sans limites" dont la classe des equivalences faibles est formee des 
Aqo -quasi-isomorphismes. 

Notre demonstration de ce resultat sera entierement basee sur la theorie de l'obstruction (voir 
appendice B.l). Elle peut done etre interpreted comme une consequence du fait que l'operade des 
Aoo-algebres est un modele cofibrant minimal au sens de M. Markl [Mar96] pour l'operade des 
algcbres associatives. 

Les Aoo-algebres s'identifient par la construction bar aux objets fibrants et cofibrants de Cogc. 
Les resultats 1 et 2 cites plus haut apparaitront alors comme des cas particuliers de resultats 
fondamcntaux de l'algebre homotopique de Quillen (voir appendice A). 

Dans la section 1.4, nous remontrons (1.4.1.4) le resultat 3 (modele minimal). Notre demonstration 
utilisera la theorie de l'obstruction. Ensuite, nous comparons (1.4.2.1) un modele minimal obtenu 
ainsi avec celui obtenu grace au lemme de perturbation (voir par ex. [HK91]). 

1.1 Rappels et notations 
1.1.1 Objets differentiels gradues 

Nous fixons des notations que nous utiliscrons tout au long de ce chapitre. 
La categorie de base 

Soit K un corps. Soit C une categorie K-lineaire abelienne, semi-simple, cocomplete, aux colimites 
filtrantes exactes (i.e. une K-categorie de Grothendieck semi-simple). Nous supposons en outre que 
C est munie d'une structure de categorie monoi'dale K-bilincaire donnee par un fonctcur 

® : C x C — > C, 

un objet neutre e, et des contraintes d'associativite et d'unitaritc 

X ® (Y ® Z) ~ (X ® Y) ® Z, X®e~X~e®X, X,Y,Z G C. 

Nous supposons que pour tout objet X de C, les foncteurs X<gi— et — ®X sont exacts et commutent 
aux colimites filtrantes. 

La categorie des K-espaces vectoriels verifie bien sur ces hypotheses. La raison pour laquclle 
nous travaillons dans un cadre plus general est l'apparition naturclle d'autrcs cxcmplcs dans l'ctude 
des Aoo-categories (voir le chapitre 5). 

Objets gradues 

Un objet gradue (sur C) est une suite M = (M p ) pe z d'objets de C. Soit deux objets gradues M 
et L. La categorie QrC des objets gradues a pour espace des morphismcs de M dans L l'espace 
vectoricl Z-gradue de composantes 



Hom grC (M, L) r = Y[ Hom c (M p , L p+r ), r e Z. 

p 
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On appelle morphismes gradues de degre r les elements de la r-ieme composante. Le produit ten- 
soriel de deux objets gradues M et L a pour composantes 

(M®L)™ = M P ®L 9 , neZ. 

p+q=n 

Soit / : M — ► M' et g : L — > L' deux morphismes gradues de degre r et s. Le produit tensoriel 

f ® g : M (g> L -> M' <g> L' 

est le morphisme de degre r + s dont la n-ieme composante est induitc par les morphismes 

(-l) ps / P ® ff 9 : Af p ® -> M' p+r L'« +s , p + q = n. 

L'element neutre pour le produit tensoriel gradue est 1'objet gradue dont toutes les composantes 
sont nulles sauf la 0-ieme, qui vaut e. Nous le notons aussi e. La categorie QrQ. est ainsi munic 
d'une structure de categorie monoidale. On dcfmit le foncteur suspension S : QrC — > QrQ. par 

(SMY = M l+ \ i e Z. 

Nous notons 

s M ■ M -> SM 

le morphisme gradue fonctoriel de degre — 1 de composantes 

s l M = l Mi : AP -» (5M)* -1 , i e Z. 

Le morphisme s _1 est note u>. Remarquons l'egalite 

Objets differentiels gradues 

Un ofejei differentiel gradue (ou complexe) est un couple (M, d), ou M est un objet gradue et 
d est une differentielle, c'est-a-dirc un cndomorphisme de M de degre +1, tel que d 2 = 0. Le 
sous-objet Z l M = ker cf de M % est 1'objet des cycles de degre i du complexe M. Le sous-objet 
B l M = Im d I_1 de Z J M est 1'objet des bords de degre i du complexe M. Si (M, djvf) et (L, gJl) sont 
deux complexes, nous munissons l'espace des morphismes gradues Horr\g r c(M, L) de la differentielle 
S dont les composantes sont 

S r : Homg rC (M,L) r -» Hom erC (M, L) r+1 , reZ. 
/ >-» d L of-(-iyfod M 

La categorie CC a pour objets les complexes et pour espaces de morphismes 

Hom cc (M,L) = Z (Hom grC (M,L),(5). 
Si M et L sont deux complexes, on munit le produit tensoriel gradue M ® L de la differentielle 



dMgz, = c?m ® 1l + 1m 8) dz,. 
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Nous avons ainsi muni CC d'une structure de categorie monoi'dale d'objet neutre l'objet gradue 
e muni de la differentiellc nullc. Si M est un complexe, nous munissons sa suspension SM de la 
differentielle 

dsM = -% ° d M o s^ 1 . 

Le foncteur homologie H : CC — > C??"C envoie un complexe M sur l'objet gradue iJilf de 
compos antes 

JPM = Z i M/B i M, i € Z. 

Un quasi-isomorphisme de CC est un morphisme qui induit un isomorphisme en homologie. Un 
complexe est acyclique s'il est quasi-isomorphe a l'objet nul. Deux morphismes de complexes /, g : 
M — > L sont homotopes s'il existe un morphisme r : M — > L de degre —1 tel que <5(r) = / — g. 
L'homotopie est une relation d'equivalence. La categorie TtC a pour objets les complexes et pour 
espaces de morphismes de M dans L les classes d'homotopie de morphismes de la categorie CC : 

Hom nc (M,L) = H°(Homg rC (M,L),8). 

Nous notons encore H : HC — > QrC le foncteur induit par le foncteur homologie. 

1.1.2 Algebres et cogebres 
Algebres 

Soit M l'une des categories C, QrC ou CC. Une algebre (A, /j.) dans M est un objet A muni d'une 
multiplication fj, : A® A — > A associative (et de degre si M = (JrC). Dcfinissons [i^ 1 = fj,, et pour 
tout n > 3, : A® n -> A par 

=/i(l®M ( " _1) )- 

Pour n > 1, on appelle cok/i^™ +1 ' ) V algebre des n-irreductibles de A. 

Soit f,g:A—>B deux morphismes d'algebres. Une (f , g)- derivation est un morphisme I? : 
A — » B verifiant la regie de Leibnitz 

£)o^ = ^o(/®£) + L)®5). 

Une derivation de l'algebre A est une (1a, lA)-derivation. 

Soit V un objet gradue de M. L'algebre tensorielle reduite sur V est l'objet 



TV = yi 



<>i 

muni de la multiplication /i dont les composantes 

V - ®' ® U® J -> V m+i -> TU 

sont donnees par la contrainte d'associativite de la categorie mono'idalc M. Une algebre A dc M 
est Zi&re si elle est isomorphe a TV pour un objet V dc M. Nous avons alors V ~ cok^^- 

Lemme 1.1.2.1 (propriete universelle de l'algebre tensorielle) 

Soit (A, n) une algebre. Pour n > 1, nous notons j n : V® n — * T(V) Vinjection canonique. 
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a. L 'application f i— ► foji est une bisection de I'ensemble des morphismes d'algebres T(V) — > A 
swr I'ensemble des morphismes V —> A de M (de degre si M = QrC). L 'application inverse 
associe a g : V —> A le morphisme d'algebres mor(g) : TU — > A dont la n-ieme composante 
est 

y®n S^j^nl^^ n > L 

fc. Soit f,g : A —> B deux morphismes d'algebres. L 'application D i— > Do j\ est une bisection de 
I'ensemble des [f , g)- derivations sur I'ensemble des morphismes V — > A de M . L'application 
inverse associe a h : V — > A la (/, g) -derivation der(h) : TV — > A dont dont la n-ieme 
composante est 

/iWo ^ (/»' (8 /i <g> J , »>1. 

\/+l+i=n J 

□ 

Une algebre graduee (resp. differentielle graduee) est une algebre de la categorie QrC (resp. de la 
categoric CC). Nous notons Alg la categorie des algebres diffcrcnticlles graduecs. Un morphisme de 
Alg est un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphisme en homologic. Une algebre differentielle 
graduee est presque libre si elle est libre en tant qu'algebre graduee. Deux morphismes f,g:A—>-B 
de Alg sont homotopes s'il existe une (/, g)-derivation H : A — > B graduee de degre —1 telle que 

f-g = dH + Hd. 

II resultera de la proposition A. 13 appliquee a l'exemple 1.3.1.1 que, si l'algebre A est presque libre, 
la relation d'homotopie est une relation d'equivalcnce sur I'ensemble des morphismes d'algebres de 
A dans B. 

Cogebres 

Une cogebre dans M est la donnee d'un objet C muni d'une comultiplication A : C — * C ®C co- 
associative, i. e. (A ® 1) A = (1 A) A. Definissons A (2) = A ct, pour tout n > 3, AW : C -> C® n 
par 

A («) = (i®n-2 A ) AC"" 1 ). 

Soit n > 1. Le noyau C[ n ] = ker A(™ +1 ) est une sous-cogebre de C ; nous l'appelons la sous-cogebre 
des n-primitifs de C. La suite croissante de sous-cogebres 

C[l] C C[ 2 ] C C[ 3 ] c • • • 

est la filtration primitive de la cogebre C. La cogebre C est cocomplete si l'on a 

colim C[j] = C. 

Soit / et <? : C — > £? deux morphismes de cogebres. Une (/ ', g)-coderivation est un morphisme 
D : C — > i? verifiant l'identite duale de la regie de Leibniz 

AoD = (fig>D + D(g)g)oA. 

Une coderivation de C est une (lc, lc)-coderivation. 



24 



Chapitre 1 : Thcorie de l'homotopie des Aoo-algebres 



Soit V un objet de M. La cogebre tensorielle reduite sur V est l'objet 

T^V = V® 1 

i>l 

muni de la comultiplication dont la n-ieme composante 

v ®n — > ® l+j=n v® i $ V® J — y T^V ® T^F, 

est la somme des morphismes V® n — » I/® 4 <g> V®i donnes par la contrainte d'associativite de la 
structure monoidale de M. Remarquons que si C est isomorphe a une cogebre tensorielle reduite, 
elle est isomorphe a T c (C[i]). Les cogebres tensorielles reduites sont cocompletes. 

Lemme 1.1.2.2 (propriete universelle de la cogebre tensorielle) 

Soit C une cogebre cocomplete. Pour n > 1, nous notons p n : T C (V) — > V® n la projection cano- 
nique. 

a. L 'application f i— > p\ o f est une bisection de V ensemble des morphismes de cogebres sur 
I'ensemble des morphismes C — > V de M (de degre si M = QrC). U application inverse 
associe a g : C — > V le morphisme de cogebres mor(g) : C — > T C V dont la n-ieme composante 
est 

A(i) _ ®« _ 

C C®" F®", n > 1. 

b. Soit f,g:C—> T C V deux morphismes de cogebres. L 'application D i— > pi o D est une 
bijection de I'ensemble des (/, g)- coder ivations C — > T C V^ sur I'ensemble des morphismes 
C — ► V. L'application inverse associe a h : C V la (f,g)-coderivation cod(/i) : C —> T C V 
dont la n-ieme composante est 

(f® l ®h®g® j ) ) "AW, n>l. 

\i+l+J=n / 

□ 

Remarque 1.1.2.3 L'isomorphisme canonique 

e — > e ® e 

fait de C = e une cogebre. Elle n'est pas cocomplete. Aucun morphisme non nul C — > ne se 
releve en un morphisme de cogebres C — > T C V. 

Nous notons Cog la categorie des cogebres diffcrcnticllcs graduees et Cogc la sous-categorie de 
Cog formee des cogebres cocompletes. Deux morphismes /, g : C — > B de cogebres diffcrentielles 
graduees sont homotopes s'il existe une (/, g)-codcrivation graduee H : C — > B de degre —1 telle 
que 

f -g = dH + Hd. 

II resultera du theoreme 1.3.1.2 et du lemme A. 12 que, si la cogebre graduee sous-jacente a B est 
isomorphe a une cogebre graduee tensorielle reduite, l'homotopie est une relation d'equivalence sur 
I'ensemble des morphismes de cogebres de C dans B. 
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1.2 Aoo-algebres et Aoo-cogebres 
1.2.1 Definitions 

Definition 1.2.1.1 Soit n un entier > 1. Une A D -algebre est un objet A de QrC muni d'une famille 
de morphismes gradues 

m, : A® 1 -> A, 1 < i < n, 

de degre 2 — i verifiant, pour tout 1 < m < n, l'equation 

(*m) ^(-l) J ' fe+i mi(l^ ® m fe ® 1®') = 

dans Homg r c(^4® m , j4), oil les entiers i,j,k,l sont tels que j + k + l = meti=j + l + l. Une 
Koo-algebre (ou algebre fortement homotopiquement associative) est un objet A de C?rC muni de 
morphismes gradues m,; : A® 1 — > A, i > 1, de degre 2 — i verifiant l'equation (* m ) pour tout m > 1. 

Definition 1.2.1.2 Un A n -morphisme d'A n -algebres f : A —> B est une famille de morphismes 
gradues 

/i : A®' — > B, 1 < i < n, 

de degre 1 — i verifiant, pour tout 1 < m < n, l'equation 

^(-iy fe+i /i(i® j ® ™* ® = j2(-iym r (A ® . . . ® / ip ) 

dans Hom0 r c(^4 (g,m j 5), oil les entiers i, j, /c, Z dans la somme de gauche sont tels que j + k + 1 = in 
et i = j + 1 + 1 et 

s= X] (j 1 -*") X! iv )- 

2<u<r l<v<u 

Un A n -morphisme / est strict si /j = pour tout i > 2. La composition d'un A n -morphisme 
f : A —> B avec un A n -morphismc g : £? — > C est dcfinie par 

0?/)m = 5I E (-l)'Sr(/ii®-"®/ir) 
r zi+..+v=m 

en tant que morphisme de A® m sur C, ou s est le meme signe que precedemment. Uidentite de 
PA n -algebre A est le A n -morphisme tel que f% = \a et /j = si 2 < i < m. Un Aoa-morphisme est 
une famille de morphismes gradues /j : A® 1 — ► B, i > 1, de degre 1 — i verifiant l'equation (** m ) 
pour tout m > 1. Pour les Aoo-algebres, les composantes de la composition et de l'idcntitc sont 
dcfinies par les memos formules que pour les A n -algebres.. 

II resultera de la section 1.2.2 qu'on obtient ainsi une categorie. Notons Alg^ la categoric des 
A^-algebres. De meme, pour tout n > 1, on obtient la categorie Alg n des A n -algebres. 

Remarque 1.2.1.3 La definition des Aoo-algebres impliquc les formules suivantes qui expliqucnt 
l'autre appellation d'une Aoc-algcbre : algebre fortement homotopiquement associative. L'egalitc 

(*i) mi mi = 

montre que (A, mi) est un complcxc. L'egalitc 

(♦2) mi n%2 = n%2 (mi ® 1 + 1 ® mi) 
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de morphismes A® 2 — » A signifie que la differentielle mi est une derivation pour la multiplication 
rri2. L'egalite 

(*3) 1712(1712 <E) 1 — 1 <8> m2) = mini?, + 1773 (mi + mi (g) 1 + 1 (g) 1 <g) mi) 

de morphismes A® 3 — > A exprime que le defaut d'associativite de 1712 est egal au bord de 7713 dans 
le complexe 

Hom g . rC ((A,mi) e)3 ,(A,mi)). 

Ceci signifie que l'objet gradue A muni de la multiplication m2 est une algebre dont la multiplication 
est associative a homotopic pres. 

De meme, la definition d'un A M -morphisme / : A — > B impliquc les formules suivantcs. L'egalite 

(**i) /i"ii = mi/i 

signifie que le morphismc gradue /1 est un morphismc de complexes. L'egalite 

(** 2 ) /im 2 = m 2 (/1 (g) /1) + mi/ 2 + / 2 (m x ® 1 + 1 <g) mi) 

signifie que le defaut de compatibilite de /1 aux multiplications de A et B est mesure par le bord 
de / 2 dans 

Hom erC ((Ami)® 2 ,(B,mi)). 

Remarque 1.2.1.4 Si (V, d) est un complexe, les morphismes 

mi = d, mi — pour i > 2 

defmissent une structure d'Aoo-algebre sur V. La categorie CC des complexes est une sous-categorie 
non pleine de Alg^. 

Remarque 1.2.1.5 Si ((A, d),m) est une algebre differentielle graduee, les morphismes 

mi = d, m 2 = m, m, = pour i > 3 

definissent une structure d'Aoo-algebre sur A. Rcciproquement, si dans une Aoo-algcbrc A, les 
multiplications sont nullcs pour z > 3, le complexe (^4, mi) muni de la multiplication m 2 : 
A (g> A — > ^4 est une algebre differentielle graduee. La categorie Alg des algebres diffcrentielles 
graduees est une sous-categorie non pleine de Alg^. 

Definition 1.2.1.6 Un Aoo -quasi- is omorphisme f est un Aoo-morphisme tel que fi est un quasi- 
isomorphisme de complexes. 

Definition 1.2.1.7 Soit A et A' deux Aoo-algebres. Soit f et g deux Aoo-morphismes A — > A'. 
Une homotopie entre f et g est une famillc de morphismes 

hi : A m — > B, 1 < i, 

de degre — i verifiant, pour tout 1 < 71, l'cquation (* * *„) 

fn-9n = XX _1 ) S?7 V+i+t(/ii ® • ■ ■ ® /i r ® ^fe ®5ji ® ■ ■ ■ ® flO 
+ E(-iy fc+ '/ii(l® j ® m fe <g> 1®') 

dans Homg r c(A® n , -B), ou la sommc des entiers ii, . . .i r ,k,ji, . . .jt vaut n, ou j + fc + I = n et ou 

S = t+ ^2 ( l - 3»)( n - ^2 Ju) + & ^ iu+ X] i 1 - i a)^2 i u- 

l<a<t u>a l<u<r 2<a<r u<a 

Deux Aoo-morphismcs d'Aoo-algcbres f et g sont homotopes si il existe une homotopie entre / et 
9- 



1.2 : Aoo-algebres et Aoo-cogebres 



27 



Definition 1.2.1.8 Une Aoa-cogebre (ou cogebre fortement homotopiquement co- associative) est 
un objet C de QrC muni d'une famillc dc morphismes gradues 

Ai-.C-tC 9 *, i>l, 
de degrc 2 — i telle que le morphismc 

S^C — > 

»>i 

dont les composantes sont les 

-w*oA,os (oil w = s -1 ) 

se factorise par le monomorphisme 

»>1 i>l 

et que, pour tout m > 1, on a 

® A,- ® l® fc )A z = 0, 

ou les les entiers i,j,k,l dans la somme de gauche sont tels que i+j + k = mctl = i + l + k. 
La construction cobar ci-dessous permettra de mieux comprendre cette definition. 

1.2.2 Constructions bar et cobar 

La construction bar est due a S. Eilenberg et S. Mac Lane [EML53] pour les algcbrcs differcnticllcs 
graduees (voir aussi [Car55]) et a J. Stasheff [Sta63b] pour les Aoo-algcbrcs. Elle pcrmet, entre 
autres, de reformuler la definition des Aoo-structures. Elle donne aussi une explication (1.2.2.2) 
des signcs apparaissant dans les equations (* TO ) de la definition des Aoo-algebres. La construction 
cobar est l'analogue de la construction bar dans le cas des Aoo-cogebres [Ada56]. 

Construction bar 

Soit A un objet gradue. Soit une famille de morphismes gradues 

to, : A® 1 — > A, i> 1, 

de degre 2 — i. Pour tout i > 1, nous definissons une bijection 

Hom grC {A® l ,A) -> Hom grC {(SA)®\SA) 
mi i-> bi 

par la relation 

b{ = — s o mi o w® 1 ou oj = s^ 1 . 
Remarquons que le morphisme bi est de degrc +1. 
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Soit T C (SA) la cogebre tensorielle reduite graduee sur SA. En vertu du lemme 1.1.2.2, le 
morphismc 

0(5A)® 4 -► SA 

»>1 

de composantcs les 6j se releve en une unique codcrivation 

b:T^(SA) — >T^{SA). 

Lemme 1.2.2.1 (J. Stasheff [Sta63b]) Les propositions suivantes sont equivalentes : 

a. Les mi definissent une structure de A^-algebre sur A. 

b. Pour chaque m > 1, V equation suivante est verifi.ee 

J2 <8» 6* <8» 1®') =0. 

j+k+l= m 
j+l+l=i 

c. La coderivation b est une differentielle, i. e. b 2 = 0. 

Demonstration : Inequivalence entre les deux premiers points resulte des egalites suivantes dans 
Hom^cC^SA) 

b t o ®b k ® l m ) = sm.uj® 1 o (l®-* <g) sTO fc u;®' c ® 1®') 

= (-1)' sm.o^'gKo^)®/) 

Comme la codcrivation 6 est de degre impair, son carre est encore une codcrivation. Par lc lemme 
1.1.2.2, nous avons done b 2 = si ct sculcment si p\b 2 = 0. Ceci montre l'equivalence des deux 
dcrniers points. □ 

Remarque 1.2.2.2 (signes) Le choix de la bijection m; «-> 6j n'est pas canonique. Un autre 
choix donnerait d'autres signes dans les equations (* m ) de la definition 1.2.1.1. 

Definition 1.2.2.3 La cogebre differentielle graduee (T C (SA), b) associee a une Aoo-algebre A est 
notee BA et s'appelle la construction bar de A. 

Soit A et A' deux Aoo-algcbres. Pour tout i > 1, nous definissons une bijection 
Uom grC {A®\ A 1 ) -» Hom erC ((S'A)^,S'A') 

par la relation 

ou Fi est un morphismc graduc de degre \Fi\. Soit une famille de morphismcs graducs 

fi ■ A® 1 -» A', i > 1, 

de degre 1 — i. Soit 

F : 5A — > BA' 
le morphisme de cogebres graduees qui releve le morphismc 

0(5^)®* — > SA' 

i>i 
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de composantes les Fi. Une demonstration similairc a celle du lemme 1.2.2.1 montre que les fi 
dcfinissent un morphisme d'Aoo-algebres si et seulement si F est compatibles aux diffcrcnticlles. 
Ainsi, les equations (** TO ) sont la traduction du fait que la (F, F)-coderivation F o bsA — bsA' F 
s'annule. 

Soit A et A' deux Aoo-algebres. Soit f et g deux Aqo -morphismes d'Aoo-algebres. Notons F 
et G les morphismes de cogebres BA — > BA' corrcspondant a / et g. Soit H : BA — > BA' une 
(F, G)-codcrivation de degre —1. Elle est determinee (1.1.2.2) par sa composee avec la projection 
sur SA' 

Pl oH : BA -> SA'. 

dont les composantes sont notccs 

Hi : {SA)® 1 -> SA', i > 1. 

Les bijections Fi <-> /< envoient les morphismes i?j sur des morphismes hi : A® 1 — >• A', i > 1. 
Ceci definit une bijection de l'ensemble des (F, G)-coderivations de degre —1 vers le produit des 
espaces de morphismes gradues A® 1 — > A', i > 1, de degre —i. Cette bijection envoie une homotopie 
H : BA — > BA' entre les morphismes de cogebres F et G sur l'homotopic entre les Aoo-morphismcs 
f et g definie par la famillc 

hi : A® 1 i > 1. 

Les equations (* * * TO ) de la definition 1.2.1.7 sont la traduction de Pequation F — G — 8(H). 

On obtient ainsi un foncteur B : Alg^ — > Cogc appele le foncteur construction bar. II envoie des 
Aoo-morphismes homotopes sur des morphismes homotopes de cogebres. La construction bar induit 
une equivalence entre la categorie des Aoo-algebres et la sous-categorie pleine de Cogc formee des 
cogebres differentielles graduees dont la cogebre graduee sous-jacente est isomorphe a une cogebre 
graduee tensorielle reduite. 

Soit V un objet gradue et n > 1. La sous-cogebre des n-primitifs de T C V a pour espace graduc 
sous-jacent 

V® 1 . 

l<i<n 

Nous notons T^V cette cogebre. Un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire pour 
les Aoo-algebres permet de construire un foncteur pleinement fidele 

B n : Alg n -> Cogc 

qui envoie une A n -algebre A sur la cogebre differentielle graduee (T^ (SA), b),oub est la differentiellc 
construite a l'aide de la bijection bi <-»■ m,. 

Construction cobar 

Soit C un objet gradue. Pour i > 1, definissons la bijection 

Hom 0rC (C,C® i ) Hom grC (5- 1 G,(5- 1 G)® 1 ) 
A, i ^ Di 
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par la relation 

A = -LO® 1 oA,OS. 

Soit unc famillc dc morphismes gradues 

A l : C — > C®\ i > 1, 

de degre 2 — i telle que le morphisme 

S^C — » JJ^c)®' 

i>l 

dont les composantes sont les A, i > 1, sc factorise par le monomorphismc 

<>i »>i 

Grace au lemme 1.1.2.1, le morphisme gradue S~ 1 C — -> TS~ 1 C obtenue ainsi s'etend en une 
unique derivation d'algebres de TS~ 1 C. A l'aidc du lemme 1.1.2.1, nous montrons qu'on a A = 
si et seulement si les Aj definissent une structure d'Aoo-cogebre sur C. Ainsi, les differentielles de 
l'algebre TS~ 1 C sont en bijection avec les structures d'Aoo-cogebre sur l'objet gradue C . 

Definition 1.2.2.4 On note f2C l'algebre diffcrentiellc graduee (TS~ 1 C, D) associee a une Aqo- 
cogebre C . Elle s'appelle la construction cobar de C. 

La categorie Cog^ des Aoo-cogebres a pour objets les Aoo-cogebres. On definit ses morphismes de 
telle maniere que la construction cobar 

fi : Co goo — » Alg 

devienne un foncteur pleinement fidele. La categorie des cogebrcs differentielles graduecs s'identific 
alors a une sous-categorie (non pleine) de la categorie des Aoo-cogcbrcs. 

On note encore B (resp. fi) la restriction de la construction bar (resp. cobar) aux algebres 
(rcsp. cogebrcs cocomplctcs) differentielles graduees. 

Lemme 1.2.2.5 Le foncteur f2 : Cogc — > Alg est adjoint a gauche au foncteur B : Alg — > Cogc. 

Demonstration : Ce lemme est bien connu. Soit A unc algcbrc ct C une cogebre cocomplcte. 
II s'agit de montrer que nous avons un isomorphismc fonctoricl 

Hom Co gc(C,SA) Hom A i g (fiC,^). 

Soit F : C — > BA un morphisme de cogebres. Comme BA est une cogebre tensorielle reduite en 
tant que cogebre graduee, la donnee de F equivaut (1.1.2.2) a celle de 

f= Pl F:C^SA. 

Posons t = u) o /. La condition oIba ° F — F o dc = se traduit par le fait que r est une cochaine 
tordante, e'est-a-dire que l'on a 

djOT + TO(( C +mO t® 2 o A = 0. 

Le morphisme gradue f — t o s s'etend dc maniere unique (1.1.2.1) en un morphisme d'algebres 
F' : VlC — > A car VtC est libre sur S~ 1 C en tant qu'algebre graduee. La compatibilite de F' a la 
diffcrcnticlle est cquivalente au fait que r est une cochaine tordante. □ 
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1.3 Cogc comme categorie de modeles 

Plan de la section 

Cette section est divisee en cinq sous-sections. 

Dans la premiere sous-section (1.3.1), nous rappclons [Hin97] la structure de categorie de 
modeles sur la categorie Alg dcs algebres differentielles graduees. Nous cnongons lc theoreme prin- 
cipal (1.3.1.2) et en deduisons theoreme des Aqo -quasi-isomorphismes (1.3.1.3. a) et le theoreme 
de Vhomotopie (1.3.1.3. b). 

Dans la deuxieme sous-section 1.3.1, nous montrons le theoreme principal (1.3.1.2). Pour la 
caracterisation des objets fibrants de Cogc, nous aurons besoin de certains resultats de la sous- 
section suivante. 

Dans la sous-section 1.3.3, nous montrons que la categorie Alg^ admct une structure de 
"categorie de modeles sans limitcs" (1.3.3.1). Nous montrons ensuite que la construction bar 
B : Alg^ — > Cogc est compatible aux structures de catcgorie de modeles ("sans limites") de 
Alg^ et Cogc (1.3.3.5). 

Dans la sous-section 1.3.4, nous comparons l'homotopic a gauche (au sens des categories 
de modeles) avec l'homotopie "au sens classique" sur les morphismes de cogebres differentielles 
graduees cocompletes. 

Dans la sous-section 1.3.5, nous comparons les equivalences faibles de Cogc avec les quasi- 
isomorphismes de Cogc. 

1.3.1 Le theoreme principal 

Le lecteur qui n'est pas familier avec les categories de modeles au sens de Quillcn trouvera dans 
Pappcndice A quelqucs rappels de certains enonccs clefs et les references classiqucs. 

La categorie de modeles Alg 

Dans la categorie Alg des algebres differentielles Z-graduees (1.1.2), considerons les trois classes 
de morphismes suivantes : 

- la classc Qis des quasi-isomorphismes, 

- la classe Tib des morphismes / : A — > B tels que /" est un cpimorphisme pour tout n £ Z, 

- la classe Cof des morphismes qui ont la propriete de relevement a gauche par rapport aux 
morphismes appartenant a Qis n Tib. 

Soit E l'une des sous-categories pleines de Alg dont les objets sont respectivement 

(I) les algebres A telles que A p = pour tout p > 0, 

(II) les algebres A telles que A p = pour tout p < 0. 

H. Munkholm a demontre dans [Mun78] que E devient une catcgorie de modeles si on la munit de 
E n Qis, E n Tib et de la classe des morphismes de E qui ont la propriete de relevement a gauche 
par rapport aux morphismes de E n Qis n Tib. Lc resultat de H. Munkholm a ete renforce par 
V. Hinich : 

Theoreme 1.3.1.1 (Hinich [Hin97]) La categorie Alg munie des classes de morphismes definies 
ci-dessus est une categorie de modeles. Les algebres cofibrantes sont les algebres qui sont isomorphes 
a une algebre presque libre. Toutes les algebres sont fibrantes. □ 
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Le cas plus general oil l'anneau de base n'est pas un corps est du a J. F. Jardine [Jar97]. S. Schwede 
et B. Shipley [SSOO] ont generalise ces resultats a des categories d'algebres dans des categories de 
modeles mono'idales 1 . 

Le theoreme principal et ses consequences 

Dans la categoric Cogc des cogebres cocomplctcs differcntiellcs graduees, nous considerons les 
trois classes de morphismes suivantes : 

- la classe £ q des equivalences faibles est formee des morphismes / : C — > D tels que QF : 
VtC — > flD est un quasi-isomorphismc d'algebres, 

- la classe Cof des cofibrations est formee des morphismes / : C — » D qui, en tant que 
morphismes de complexes, sont des monomorphismes, 

- la classe Tib des fibrations est formee des morphismes qui ont la propriete de relevement a 
droite par rapport aux cofibrations triviales. 

II s'avere que la classe des equivalences faibles est strictement incluse dans la classe des quasi- 
isomorphismes de cogebres (voir 1.3.5). De l'autre cote, il est bien connu (et nous le redemontrcrons, 
voir la proposition 1.3.5.1) qu'un quasi-isomorphisme entre cogebres cocompletes est une equivalence 
faible si les deux cogebres sont concentrees en degres < —1 ou en degres > 0. 

Theoreme 1.3.1.2 a. La categorie Cogc munie des trois classes de morphismes ci-dessus est 
une categorie de modeles. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de Cogc est fibrant si et 
seulement si sa cogebre graduee sous-jacente est isomorphe a une cogebre tensorielle reduite. 

b. Munissons la categorie Alg de la structure de categorie de modeles du theoreme 1.3.1.1. La 
paire de foncteurs adjoints (f2, B) de Cogc dans Alg est une equivalence de Quillen. 

Demonstration : Voir la section suivante 1.3.2. □ 

Le point b du theoreme renforce des theoremes classiques (voir [Moo71] , [HMS74, th. 4.4 et 4.5]). 
II semble etre nouveau sous la forme que nous donnons. Notre demonstration est une adaptation de 
celle de Hinich [HinOl], basee a son tour sur celle de Quillen [Qui69]. Le fait que les foncteurs bar et 
cobar induisent des equivalences inverses l'une de l'autre dans les categories homotopiques est non 
trivial mais sa demonstration n'est pas tres difficile. Dcduisons maintcnant, grace aux techniques 
d'algebre homotopiquc de Quillen (voir appendice A) le theoreme des A^-quasi-isomorphismes, le 
theoreme de l'homotopie et la generalisation du theoreme [Mun78, Thm. 6.2] de H. J. Munkholm. 

Corollaire 1.3.1.3 a. La relation d'homotopie (voir 1.2.1.7) dans Alg^ est une relation d'equi- 
valence. 

b. Un quasi-isomorphisme d' Aoo-algebres est une equivalence d'homotopie (i. e. un isomorph- 
isme dans la categorie quotient de Alg^ par la relation d'homotopie). 

c. Soit dash la sous- categorie pleine de Alg^ formee des algebres differentielles graduees. Notons 
~ la relation d'homotopie sur dash. L'inclusion Alg dash induit une equivalence 

MgiQis- 1 } -^-> dash/~ . 



"mono'idales" se rapporte a "categories" ("modele" est masculin). 
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L'idee du point c remonte a J. Stasheff et S. Halperin [SH70]. II a ete demontre sous les condi- 
tions (I) ou (II) (voir en haut de cette section) par H. J. Munkholm [Mun78]. Les points a et b 
sont connus (surtout parmi les specialistes de l'homotopie rationnelle) depuis le debut des annees 
80, au moins pour des Aoo-algebres connexes (i. e. concentrees en degres homologiqucs > 1), voir 
par exemple A. Proute [Pro85, chap. 4] ou T. V. Kadeishvili [Kad87]. 

Demonstration : Par la section 1.2.2, nous savons que deux morphismes d'Aoo-algebres 

f,g:A^A> 

sont homotopcs si et seulcmcnt si Bf et Bg sont des morphismes dc cogebrcs homotopes. Par 
le theoreme principal (1.3.1.2), la cogebre BA' est fibrante dans Cogc et tout objet de Cogc est 
cofibrant. Acceptons provisoiremcnt (voir 1.3.4.1 plus bas) le resultat suivant : la relation d'homo- 
topie au sens classiquc sur Homc gc(-BA BA') est egale a la relation d'homotopie a gauche pour la 
catcgorie de modeles Cogc. 

a. C'est le lemme A. 12 applique a la categorie de modeles fermee Cogc. 

b. Un Aoo-quasi-isomorphisme f : A A' induit (voir 1.3.3.5 plus bas) un morphismc 

Bf : BA^ BA', 

qui est une equivalence faible de Cogc entre objets fibrants et cofibrants. II est done inversible a 
homotopic prcs dans Cogc (voir la proposition A. 13). 

c. Par le theoreme principal 1.3.1.2, le fonctcur B induit unc equivalence 

MglQis- 1 } = HoAlg Ho Cogc. 

Nous avons l'cquivalcncc (voir A. 13) 

Cogc cf / ~ Ho Cogc. 
Le foncteur B prend ses valeurs dans Cogc cf . II induit done une equivalence 

MgiQis- 1 } Cogc cf /^ . 
Son image est isomorphe a dash/^. □ 

1.3.2 Demonstration du theoreme principal 

Notre demonstration du theoreme principal 1.3.1.2 nccessite Petude prealable des algebres et 
des cogebres filtrees. 

Objets filtres 

Soit M l'une des categories QrQ. ou CC. Une filtration d'un objet X de M est une suite croissante 

l(iclic---cl,c X l+ i c • ■ • , ieN 

de sous-objets dc X. Ellc est exhaustive si Ton a 

colim Xi = X. 
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Elle est admissible si elle est exhaustive et si X = 0. Un objet filtre de M est un objet de M muni 
d'une filtration. Soit X et Y deux objets filtres. L' objet gradue GrX associe a X est defini par la 
suite d'objets de M 

Gr =X , GtiX = Xi/Xi-u i>l. 
Un morphismc / : X — > Y dc M est un morphisme d'objets filtres si on a 

f(Xi) c Y 

pour tout i G N. Le produit tensoriel X ®Y est muni de la filtration definie par la suite 

(X®Y) i = X P® Y Q, *eN. 

p+q=i 

Ceci munit la categorie des objets filtres de M d'une structure de categorie mono'idale dont l'element 
neutre est l'objet e muni de la filtration e; = e, i G N. La suspension SX de l'objet de M sous- 
jacent a X est munie de la filtration donnee par (SM)i = SMi, i G N. 

Un complexe filtre est un objet filtre de CC. 

Definition 1.3.2.1 Soit X et Y deux complexes filtres. Un morphismc / : X — > Y est un quasi- 
isomorphisme filtre si les morphismcs 

Gr^C -> Gi-j-D, ieN, 

induits par / sont des quasi-isomorphismes de complexes. 

Unc algebre filtree (rcsp. cogebre filtree) est unc algebre (rcsp. cogebre) dans la categoric des 
complexes filtres. Une cogebre filtree admissible est une cogebre C munie d'une filtration admissible. 
Notons qu'on a alors 

ACi+i C d ® d, ie N. 

Nous montrcrons (1.3.2.2) que tout quasi-isomorphismc filtre entre cogebres filtrccs admissibles est 
une equivalence faible de Cogc. 

Soit C une cogebre filtree, cocomplete en tant que cogebre. La filtration dc C induit une 
filtration sur chaquc puissance tensorielle de S~ 1 C. Nous obtenons ainsi une filtration d'algebre 
sur la construction cobar SIC. Soit C ct D deux cogebres filtrccs cocomplctes. Munissons les 
constructions cobar flC et ilD des filtrations induites par celles de C et D. La construction 
cobar envoie un morphisme dc cogebres filtrccs / : C — > D sur un morphisme d'algebres filtrees 
Qf : QC -> (ID. 

Soit A une algebre filtree. La filtration de A induit une filtration de cogebre sur la construction 
bar BA de A. Soit A et A' deux algebres filtrees. Munissons les constructions bar BA et BA 1 des 
filtrations induites par ccllcs dc A ct dc A' . La construction bar envoie un morphisme d'algebres 
filtrees / : A — > A' sur un morphisme dc cogebres filtrees Bf : BA — > BA' . 

Soit C une cogebre cocomplete. La filtration primitive de la cogebre C est definie par la suite 
des sous-cogebres des i-primitifs Cm, i > 1, completee par C\q\ = 0. Comme la categorie de base 
C est semi-simple, la filtration primitive de C est une filtration de cogebre. Elle est admissible et 
induit unc filtration sur flC, qui induit une filtration sur la construction bar BflC. Nous appclons 
cette derniere filtration la filtration C -primitive de BttC. 
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Lemme 1.3.2.2 Un quasi-isomorphisme filtre de coge.bresfiltre.es admissibles est une equivalence 
faible. 

Demonstration : Soit C ct D deux cogebrcs admissibles ct / : C — > D un quasi-isomorphismc 
filtre. Nous allons montrer que le morphisme d'algebre 

flf : ttC -> QD 

est un quasi-isomorphisme filtre pour les nitrations de fiC et VlD induites par celles de C et D. 
On rappelle que la difTerentielle de f2C est l'unique coderivation d qui releve le morphisme 

S^C -► VIC 

de composantes non nullcs uodes ct wAs 82 . Munissons f2C de la filtration induite par celle de C. 
Soit i > 1. Commc la filtration de C est admissible, Gr^C®- 7 ) = si j > i. Munissons 

Gr i f2C=Gr i ( C 03 ) 

l<3<t 

de la filtration 

^ = Gr ? ( C^j, ;>0. 

•i-;<j<i 

La contribution de uAs 82 dans la difTerentielle d de Gr^C fait decroitre la filtration. Ainsi, seul le 
morphisme codes contribue a la difTerentielle de l'objet gradue associe au Fi, I > 1. Le morphisme 

Gr.flC — > Gr»f2D 

est filtre pour ccttc filtration ct il induit claircmcnt un quasi-isomorphismc dans les objets graducs. 

□ 

Lemme 1.3.2.3 a. Soit A et A' deux algebres differentielles graduees. La construction bar 
envoie un quasi-isomorphisme d 'algebres f : A A' sur un quasi-isomorphisme filtre / : 
BA — > BA' pour la filtration primitive. 

b. Soit A une algebre difTerentielle graduee. Le morphisme d'adjonction 

4> : QBA — ► A 

est un quasi-isomorphisme d 'algebres. 

c. Soit C une cogebre cocomplete. Munissons C de la filtration primitive et BQC de la filtration 
C -primitive. Le morphisme d'adjonction 

ip:C — > BQ.C 

est un quasi-isomorphisme filtre. 
Demonstration : a. La filtration primitive de BA a pour objet gradue associe 

Gr t (BA) = (SAf\ i e N. 

Par le theoreme de Kunneth, un quasi-isomorphismc / : A —> A' induit un quasi-isomorphismc 
dans ces sous-quotients. 
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b. Nous allons donner des filtrations exhaustives sur A et VLB A de fagon a ce que le morphisme 
d'adjonction devienne un quasi-isomorphismc filtre. Soit la filtration de A dcfinic par Ai = A, i > 1 
et Aq = 0. Munissons VLB A de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Le morphisme 
d'adjonction 

<j> : VLB A — > A 
est clairemcnt un morphisme filtre. II induit un morphisme 

Gr^VLBA) — ► Gr t A, i e N, 

dans les objets gradues qui est l'idcntite de A si i = 1, et qui est nul si i > 2. Pour montrcr que 
le morphisme d'adjonction est un quasi-isomorphismc, il suffit done de montrer que, pour i > 2, 
le complexe Gri(VLBA) est contractile. Soit le complexe V = SA. Rcmarquons que nous avons un 
isomorphisme de complexes 

Gr t (VlB A) VLT^V 

i>l 

qui identifie a la composante Gri(VLBA), i > 1, a la somme des 

g-iyeii g, . . . ® 5-iv«** c (S'- 1 T 5 V r )® fe , 

ou fc > 1 et ou ii + . . . + ik = i. Soit i > 2. Soit le morphisme gradue r : Gri(VlBA) — > Gri(f2£M) 
de degre —1 donne par les morphismcs 

s -iy®ii (g, (8 . . . (g> S~ -> 5" V® n+i2 (8> ... ® 5 _ V® 4fc 

que nous definissons comme nuls si i\ ^ 1 et valant r) o (s ® l® fc ) sinon ; ici ry est l'isomorphisme 
naturel 

V (8i S^V® 12 <8> . .. <8) S^V®** 5-V® W2 ® .. . ® 5 _1 ^ fe . 

Nous vcrifions que le morphisme gradue r est une nomotopic contractante du complexe Gr i(VLB A). 

c. Nous devons montrer que le morphisme de complexes 

V> : GrC -> Gr( J BfiC) 

est un quasi-isomorphismc. Posons W = Gr(5~ 1 C). Comme C est admissible, la comultiplication 
de GrC est nulle et 

Gr{BVLC) BVt(GrC) 

est la somme des complexes 

K = 0Sf 8,1 ®...®5lf 8 ", »>1, 
ou fc > 1 et ix + . . . + ifc = £. La composec du morphisme 

GrC -» GrBftC 

avec la projection sur les Vi est nulle si i > 2 et e'est l'identite de GrC si i = 1. II reste a montrer 
que Vi est contractile pour i > 2. Soit i > 2. Soit r : Vi — ► Vi le morphisme gradue de degre — 1 
defini par les morphismcs 

SW® ll+l2 (8> ... <8 SW®^ SW 0n ® SW® 12 (8 . . . (8 SW® lfc 
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que nous definissons comme nuls si i\ ^ 1 et, comme r)o(s® 1®* 1 ) sinon ; ici r\ est l'isomorphisme 
naturel 

Nous verifions que le morphisme r est une homotopie contractante de 14. □ 
Demonstration du theoreme principal 1.3.1.2 

Commcncons par quclqucs lemmes prcliminaires. 

Lemme 1.3.2.4 Soit C une cogebre et C une sous-cogebre de C telle que AC C C ® C . La 

construction cobar envoie I'inclusion C C sur une cofibration standard (1.3.2.5). 

Pour demontrer ce lemme et le suivant, nous aurons besoin de la description suivantc [Hin97] 
des cofibrations dc Alg : notons le complexe sous-jacent a une algcbrc diffcrcnticlle graduee A et 
FV = TV P algcbrc diffcrcnticlle graduee libre sur lc complexe V. Soit A une algebre diffcrcnticlle 
graduee ct M un complexe. Soit a : AI — > A$ un morphisme de complexes. On note C(a) le cone 
dc a dans la categorie CC. Notons A(M, a) la colimite dans Alg du diagramme 

A^F{A*) -^FC(a). 

Definition 1.3.2.5 Un morphisme / : A — > B est une cofibration standard s'il est la colimite 
d'une suite de morphismes composes 

A = A Q -> A x -> . . . -> A n -x -> An, n > 1, 

ou toutes les fleches At — > Ai+x sont donnees par les morphismes canoniques 

Ai -> Ai{Mi, a-j) = A t+1 

pour des morphismes de complexes a, : Mj — > A\. Une cofibration standard triviale est une co- 
fibration standard telle que tous les complexes Mj sont contractiles (i. e. isomorphes a dans 
HZ.) 

Les faits suivants sont demontres dans [Hin97] : Toute cofibration est retract d'une cofibration 
standard. De mcmc, toute cofibration triviale est retract d'une cofibration standard triviale. 

Demonstration du lemme 1.3.2.4 '■ Soit E le conoyau dans la categoric des complexes dc I'in- 
clusion C =— > C. Choisissons une section de C — > E dans la categorie graduee pour obtenir un 
isomorphisme 

C'®E^C 

d'objets gradues. En tant qu'algebre graduee, la construction cobar flC = fi(C" ®E) est isomorphc 
au coproduit d'algcbres graduees 

FS^C'UFS^E, 

ou F — T commc dans (1.3.1). La diffcrcnticlle dc HC est induite par la comultiplication de C et 
la diffcrcnticlle du complexe C. Selon la decomposition C — C © E, la comultiplication de C est 
donnee par deux composantes 

Ac : C -f C ® C et A E : B -> C" ® C", 
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et la differentielle de C est donnee par la differentielle de C , celle de E et un morphisme gradue 
d : E — > C de degre +1. Soit le morphisme de complexes 

[Di, D 2 ] : S~ 2 E — ► S^C 8 (S^C <g> S^C) 

dont les composantes sont defmies par s® 2 o D 2 = A^ o s 2 et par s o £>i = do s 2 . Nous notons 

L> : 5" 2 £; — > FS^C II i^S^E 

sa composition avec l'injection de S~ 1 C® (S~ 1 C <E> S _1 C") dans f,S'~ 1 C"IIFS' _1 i;. Par construc- 
tion, l'algebre difFerentielle graduee 

est l'algebre graduee FS~ 1 C UFS~ 1 E dont la differentielle est induite par la comultiplication de 
C, les differentielles des complexes C et E, le morphisme A# et le morphisme d. Ellc est done 
isomorphe a VtC en tant qu'algebre differentielle graduee. □ 

Lemme 1.3.2.6 a. La construction cobar preserve les cofibrations et les equivalences faibles. 
b. La construction bar preserve les fibrations et les equivalences faibles. 

Demonstration : a. Soit i : C >— > D une cofibration de cogebres. Soit la filtration de D definie 
par la suite des Di = i(C) + Duu i £ N. Remarquons que Do est isomorphe a C et que, pour tout 
i > 1, on a 

A(A+i) C Di ® Di. 

Nous pouvons done appliquer le lemme 1.3.2.4. II ccrtifie que VlDi — > f2D,+i est une cofibration 
standard. Le morphisme QC — > VLD est la composition denombrable des cofibrations standard 
VlDi >— » f2£)j-)-x. II est done aussi une cofibration standard. La construction cobar preserve les 
equivalences faibles par definition des equivalences faibles de Cogc. 

b. Soit p : A -» A' une fibration d'algebres. Le morphisme Bf est une fibration s'il verifie la 
proprictc de relcvemcnt a droitc par rapport aux cofibrations trivialcs i : C — > D de cogebres. 
Grace a l'adjonction entre les constructions bar et cobar, cette propriete est equivalcntc au fait 
que ait la propriete de relevcment a gauche par rapport a p. Mais ceci est toujours vrai par le 
point a. Le morphisme Bf est done une fibration de Cogc. 

Soit / : A A' un quasi-isomorphisme d'algebres. Nous voulons montrer que Bf est une 
equivalence faible, e'est-a-dire que £lBf est un quasi-isomorphisme. Grace au point b du lemme 
1.3.2.3, les fleches verticales du diagramme commutatif 

A — >■ A' 



riBA — riBA' 

sont des quasi-isomorphismcs. Par la proprictc dc saturation des quasi-isomorphismcs, lc mor- 
phisme flBf est aussi un quasi-isomorphisme. □ 

Demonstration du point a du theoreme 1.3.1.2 : 

(CM1) Les colimites de diagrammes finis de cogebres sont donnees par les colimites des dia- 
grammes de complexes sous-jacents. Les constructions de produits et d'egalisateurs dans la categorie 
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des cogebres cocompletes sont duales de celles de coproduits et de co-egalisateur dans la categoric 
des algebres, qui sont decrites dans [Mun78,3.3]. 

(CM2) Ceci est une consequence de la definition des equivalences faibles et de l'axiome (CM2) 
pour la structure de categorie de modeles sur Alg. 

(CM3) Les cofibrations sont stables par retract car elles sont les monomorphismes. Les equiva- 
lences faibles aussi car lc foncteur Q envoie un retract sur un retract. Pour les fibrations, on rappclle 
qu'un morphisme p est une fibration s'il a la propricte de relevement a droite par rapport aux cofi- 
brations triviales. On vcrifie qu'un retract d'un tel morphisme p a la meme propriete de relevement. 

(CM4) Apres (CM5). 

(CM5) factorisation : 

Soit / : C — > D un morphisme de Cogc. Par l'axiome (CM5) pour la structure de categorie de 
modeles sur Alg, nous avons une factorisation de Qf en 





.4, 



ou la cofibration i (resp. la fibration p) de Alg est un quasi-isomorphismc. Ainsi, le morphisme 
Bttf : BVLC — > BHD se factorise en Bp o Bi. Soit le diagrammc suivant dans Cogc 



BAR 



BQ.D 




Bnc 



BHD. 



BQf 

Comme il est commutatif, le morphisme / : C — > D et la composition 

C -> BHC BA 
determinent un morphisme i : C — > BAY[ B q D D. Nous allons montrer que 



BAU 



BHD 
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fournit une factorisation du morphisme / dans Cogc, ou i est une cofibration et q est une fibration. 
Nous montrerons ensuite que la cofibration i (resp. la fibration q) est triviale. 

D'apres le point b du lemme 1.3.2.6, le morphisme Bp est une fibration dans Cogc. La projection 
q : BA YIbcid D —> D est aussi une fibration car les fibrations sont stables par changement de base. 
Admettons pour l'instant que nous savons que BA YIbqd D — * BA est cofibration (voir lc lemme 
1.3.2.7 ci-dcssous). Lc morphisme i est un monomorphismc (c'cst-a-dire une equivalence faiblc dans 
Cogc) puisque la composition 

C -> BQC BA 

en est une. II reste a montrer que la cofibration 1 (resp. la fibration q) est une equivalence faiblc dans 
Cogc. Admettons pour l'instant que nous savons que BA Hsnu ^ ~ * ^A est equivalence faible 
(voir lc lemme 1.3.2.7 ci-dcssous). Nous savons par le point b du lemme 1.3.2.6 que lc morphisme 
Bi (resp. Bp) est une equivalence faible. Commc lc morphisme C — > BClC (resp. D — > BCID) est 
une equivalence faiblc, i (resp. q) en est aussi une par la propriete de saturation dc la classc des 
equivalences faibles de Cogc. 

(CM4) relevement : 
a. Soit lc diagramme commutatif dans Cogc 

E 

y 

u t 
F ^ D 

oil t est une fibration triviale et u une cofibration. Nous chcrchons un morphisme a tel que les 
deux triangles du diagramme 

E 

Y 

a .■' 

u y t 

F' >■ D 

soicnt commutatifs. En utilisant la construction de la demonstration dc (CM5), nous factorisons 
t en q o z, ou lc morphisme q : BA YIbqd D —> D est une fibration et oil lc morphisme i : C — > 
BA Hsr2D D est une cofibration. Par la propriete de saturation de la classe £q, les morphismcs 
i et q sont tous les deux des equivalences faibles. Les fibrations etant les morphismes ayant la 
propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales, il existe un relevement 
r : BA W B q^ d D — > C dans le diagramme de Cogc 

C 

v 

7 t 

II nous suffit done de trouver un relevement dans le diagramme 

E ^BAY\ BQD D 

u q 



F 
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ou de maniere equivalente dans le diagrammc. 



E- 
v 



BAR 



BQD 



D ■ 



BA 



D 



Bp 



BnD. 



Un tel relevement existe grace a l'adjonction entre fl et B et grace a 1'axiome de relevement (CM4) 
de la structure de categorie de modeles formee sur Alg. 



Objets cofibrants et fibrants 



Tous les objets de Cogc sont cofibrants puisquc les cofibrations sont les monomorphismes. 

Montrons qu'un objet de Cogc est fibrant si et seulement si il est isomorphe, en tant que cogebre 
graduee, a une cogebre tensorielle reduitc. 

Soit C un objet fibrant de Cogc. Par 1'axiome de relevement (CM4), la cofibration triviale 
-0 : C — > BVlC admet une retraction r dans Cogc. Notons p\ : BflC — » (-Bf2C)m la projection 
canonique et posons = r[i] o p\ o tp. nous verifions facilement que le morphisme pf : C — > Cji] 
est universel parmi les morphismes d'objets gradues C — > Cm, ou C est une cogebre graduee 
cocomplete. Ainsi Pi induit un isomorphismc de cogcbrcs graduecs 

La reciproque utilise les resultats de la section 1.3.3. Enongons les deux resultats de cette sec- 
tion qui nous seront utiles ici. 

(1.3.3.1) La categorie Alg^ peut etre munie d'une structure de categorie de modeles dont la classe 
des equivalences faibles est exactement celle des A^o-quasi-isomorphismes et dont la classe des 
cofibrations (resp. des fibrations) est formee des morphismes f : A — > A' , oil A, A' sont des Aqo- 
algebres, tel que fi est un monomorphisme (resp. un epimorphisme) . 

(1.3.3.5. a) Un morphisme f est une equivalence faible de Alg^ si et seulement si sa construction 
bar Bf est une equivalence faible de Cogc. 

Notre demonstration de (1.3.3.1) est basee sur la theorie de l'obstruction (voir B.l). On peut done 
interpreter la reciproque que nous allons montrer comme une consequence du fait que l'operade 
des Aoo-algebres est le modele minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de celle des algebres 
associatives (voir l'introduction a l'appendice B.l). 



Supposons que C est une cogebre isomorphe, en tant que cogebre graduee, a une cogebre 
tensorielle reduitc. Nous voulons montrer qu'ellc est fibrante. On rappelle que la sous-categorie de 
Cogc formee de telles cogcbrcs est equivalente a la catcgorie Alg^ des Aoo-algebres. La cogebre 
BVlC appartient elle aussi a cette sous-categorie. Le morphisme C — > BVlC est unc equivalence 
faible de Cogc. Par la proposition (1.3.3.5. a), il induit un quasi-isomorphismc dans les primitifs. 
L'axiome (CM4) du theoreme (1.3.3.1) nous donne un relevement dans le diagrammc 



c — x -^c 

Y * 



Bnc — 
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La cogebre C est done un retract de BQ.C. Comme la construction bar conserve les fibrations et 
comme VtC est une algebre fibrante, la cogebre BVlC est une cogebre fibrante. Le retract d'une 
cogebre fibrante etant aussi fibrant, la cogebre C est fibrante. 

Demonstration du point b du theoreme 1.3.1.2 : 

C'est un corollaire du lemme 1.3.2.3 qui nous dit que les morphismcs d'adjonction C — > BVlC . 
ou C est une cogebre, et VlBA — > A, ou A est une algebre, sont des equivalences faiblcs dans Cogc 
et dans Alg. □ 

Le lemme suivant complete la demonstration ci-dessus. 

Lemme 1.3.2.7 Soit A une algebre et D une cogebre. Soit une fibration p : A -» flD de Alg. Le 

morphisme j : BA YIbsid D ~ > BA de cogebres du diagramme cartesien 

BAU B n D D 



BA — *-BOL>. 

Bp 

est une cofibration triviale de Cogc. 

Demonstration : Nous allons donncr des nitrations sur les cogebres 

BA Y[ D et BA 

BUD 

telles qu'elles soient des cogebres filtrees admissibles et telles que j soit un quasi-isomorphismc 
filtre. 

Soit la suite exacte de complexes 

-> K -> A 4> VlD -» 0. 

Comme 1'algebre HD est libre, nous avons un scindage de p dans la categoric des algcbres graduces. 
La difTcrcnticlle de 

A K © QD 

est alors donnee par une matrice 

" d K d' 
dnD 

Le scindage nous donne des isomorphismes de cogebres graduees 



BA BK JjMID, 

ba n d bi<y[d. 



BflD 

Munissons la cogebre BQD de la filtration D-primitive. Nous definissons des filtrations sur BA et 
BA J\ BnD D par les suites 

(BA), = J2 i BK %] HiBVDU, J G N > 

p+q=j 
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BQD p+q=j 

Elles sont admissibles et respectent les differcntielles des cogebres BA et BAY\ BnD D. Pour ces 
nitrations, lc morphisme j est un morphisme nitre. Soit j > 1. En tant qu'objet gradue, le complcxe 
Gr(£?A) est la somme des 

(I) Gr(BQD) ® K® 1 *- ® . . . ® Gr(BQD) ® K® p * , k>l. 

La differentielle de Gr(BA) est construitc a partir des differcntielles dc K, GrD et du morphisme 
d! : SID — > A'. En tant qu'objet gradue, le complexe 

Gr{BA JJ D) -=U Gr(BA) GrD 

BUD 

est la somme des 

(II) GrD <g> if®? 1 ® . . . <8> GrD <g> if®** , jfe > 1. 

La differentielle de Gr(BA JTb^d -^0 est construite a partir des differentielles de K, Gr(BSlD) et du 
morphisme d! : SID — > if. Ainsi, la differentielle "naive" sur la somme des termes (I), respectivement 
(II), est perturbee par la contribution de d' : SID — > if. Pour montrer que j induit ncanmoins un 
quasi-isomorphisme entre les sommes, nous introduisons une filtration supplemental telle que 
dans les objets gradues associes, la contribution de d' : SID — ► K s'annule. Soit la filtration 
FiGr(BA), I G N, de Gr(BA) induite par la suite 

(BA)i = BKY[(BttD) m , I G N. 

Soit la filtration FiGr(BA YIbud D), I G N, dc Gr(i?A IIbod ^) dont le Z-ieme sous-objet, I G N, 
est la somme des objets de type (II) comprenant un nombre de termes GrD inferieur ou egal a I. 
Le morphisme 

Grj : Gr(BA JJ D) -> Gr(BA) 

son 

induit des morphismes 

F ; Gr(BA ]J £)) -> FiGr(BA), Z G N. 

II induit done un morphisme entre les objets gradues associes aux nitrations selon l'indice I. Ce 
dernier a pour composantcs les morphismes de complexes (avec les differcntielles "naives" ) 

Gr qi D ® K®^ <g> . . . <g> Grg^D <g> if®P* 



Gr 91 (£!}£>) O i4T® Pl ® . . . ® Gr 9fc _ I (5^1?) ® if® Pfc 
qui sont des quasi-isomorphismcs (voir 1.3.2.3). Le morphisme 

Grj : Gr(BA D) Gr(BA) 

BHD 

est done un quasi-isomorphisme. Nous venons ainsi de montrer que j est un quasi-isomorphisme 
nitre de cogebres admissibles. Par le lemme 1.3.2.2, le morphisme j est une equivalence faible. II 
est une cofibration car il est clairement un monomorphisme. □ 
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1.3.3 Alg^ comme "categorie de modeles sans limites" 

Dans la categorie Alg^ des Aoo-algebres, nous considerons les trois classes de morpliismes 
suivantes : 

- la classe £q est formee des equivalences faibles, c'est-a-dire des morpliismes / : A — > A' tels 
que fi est un quasi-isomorphismc, 

- la classe Cof est formee des cofibrations, c'est-a-dire des morphismes / : A — ► A' tels que /i 
un monomorphismc, 

- la classe Tib est formee des fibrations, c'est-a-dire des morphismes / : A — > A' tels que f\ un 
cpimorphisme. 

Theoreme 1.3.3.1 La categorie Alg^, munie des trois classes definies ci-dessus, verifie I'axiome 
(A) ci-dessous et les axiomes (CM2) - (CM5) de la definition A. 7. Tous les objets sont fibrants et 
cofibrants. 

(A) Soit q : A -» A' une fibration et / : A" — > A' un morphismc. II existe un produit fibre 
au-dessus de 

A ^ A' ^— A" ■ 

L'axiome (A) est un affaiblissement de I'axiome (CM1) de la definition A. 7. Notre demonstration 
de ce theoreme est entitlement basee sur la theorie de l'obstruction (B.l). 

Lemme 1.3.3.2 Soit A une Aoo-algebre et K un complexe considere comme k. ca -algebre (1.2.1.4)- 
Supposons que le complexe K est contractile. Soit g : (A 7 mf) — ► (K 7 mf-) un morphisme de 
complexes. II existe un morphisme d 'Aoo-algebres 

f ■ A — > K 

tel que fi = g. 

Demonstration : Nous construisons par recurrence les morphismes 

fi : A® 1 —> K, i> 1. 

Soit fi = g. Supposons que nous avons deja construit des morphismes fi, 1 < i < n, qui 
definissent un A n -morphismc A — > K. Nous cherchons un morphismc f n +i dont le bord est le 
cycle -r(/i, ...,/„), i. e. 

S(f n+ i)+r(fx,...,f n )=0 (voirB.1.5). 

Comme (K, m^) est contractile, il existe bien un tel morphisme f n +i- D 

Lemme 1.3.3.3 a. Soit j : A — > D une cofibration de Alg^. II existe une Aac-algebre D' et 
un isomorphisme d 'Aoo-algebres k : D — > D' tels que la composition k o j : A — > D' est un 
morphisme strict. 

b. Soit q : C — > E une fibration de Alg^. 71 existe une Aoo-algebre C et un isomorphisme 
I : C' C tels que la composition q o / : C — > E est un morphisme strict. 
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Demonstration : 

a. Nous construisons par recurrence des morphismes 

h : D m — > D, i> 1, 

homogenes de degre 1 — i tels que k o j est un morphisme strict. Posons k\ = lp. Supposons que 
nous avons deja construit des morphismes fcj, 1 < i < n, tels que l'equation 

{eq m ) X ® =0. 2<m<n, 

l<i<m ^ i r =m 

ou s est lc signc apparaissant dans 1.2.1.2, est verifiee pour tout 2 < m < n. Soit r une retraction 
dans C?rC de ji : A — > D. Soit fc ra +i le morphisme defini par la somme 



l<f<n Yl i r =n+l 



or® n+1 . 



La suite (fci, . . . , verifie l'equation (eq m ) pour 2 < m < n+1. Comme k\ est un isomorphismc 

d'objets gradues, les morphismes hi, i > 1, induisent un isomorphisme 

K : T^(SD) T*(SD). 

Nous definissons D' comme l'Aoo-algebre dont l'objet gradue sous-jacent est D et dont les multi- 
plications m'i, i > 1, sont definics grace aux bijections <-> 6,^ (voir 1.2.2), par les egalites 

b\ = (K obo K- X ) u i>l. 

Alors lc morphisme k : D — > £>' est clairement un isomorphisme de Alg^ et la composec k o j est 
stricte par construction de k. 

b. La demonstration est similaire. II faut utiliser une section de qi au lieu d'une retraction de 

ii. □ 

Demonstration du theoreme 1.3.3.1 : 

(A) : Soit q : A -» A' une fibration et / : A" — > A' un morphisme de Alg^. La construction bar 
envoie les morphismes q et f sur les morphismes Q : BA — > BA' et F : BA" — > BA'. Nous allons 
montrcr que lc produit fibre de Cogc au-dessus dc 

BA — ^ BA' BA" 

est encore une cogebre tensorielle reduite dans QrC. Une section de Q\ dans QrC induit un iso- 
morphisme 

SA SA' © 

ou if est le noyau de Q\. Le produit fibre BAY[ B ^i BA" est isomorphe, en tant que cogebre 
graduee, a 

T^kY[t^(SA") T*(K © SA"). 
(CM2) et (CM3) : immediat. 
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(CM4) relevement : Soit un diagramme d'Aoo-algebres 

/ 

A — 

V 

(I) 




ou q est une fibration et j est une cofibration. Par le lemme 1.3.3.3, quitte a remplacer ce diagramme 
par un diagramme isomorphe, nous pouvons supposer que les morphismes j et q sont stricts. 
Supposons que la fibration q (resp. la cofibration j) est triviale. Nous chcrchons un relevement a 
qui rend commutatifs les deux triangles du diagramme 



Nous allons construire par recurrence les morphismes correspondants 

on : C, i> 1. 

Grace au point a de l'axiome (CM4) pour la categorie de modeles CC, il existe un relevement a\ 
qui rend commutatifs les deux triangles 




(Am?) 



(C,m?) 



(II) 



(Amf)^>(£,mf). 



Supposons que nous avons deja construit des morphismes aj, 1 < i < n, tels que le diagramme 
commute dans la categorie des A„-algebres. Nous devons trouver un a n+ i tel que 

(1) S(a n+ x) + r(ai, . . . ,a„) = 0, (voir B. 1.5) 

(2) a„+i-ji® n+1 = /„+i, 

(3) qi ■ a„+i = ffn+l- 

Choisissons une solution (3 de (2) et (3). Par cxemplc, si p est une retraction de j\ et a une section 
de q\ dans QrC, nous pouvons choisir 

P = Jn+lP + (TQn+l - <?qifn+lP ■ 

Le morphisme j est strict. Par le lemme B.1.6, nous avons done 

(5(P) + r(ax, . . . , a,,)) o j x = 5{fi o j t ) + r(a 1 o j u ...,a n o ji 81 "), 
et le terme de droite est egal a 

«(/ fl +i)+r(/ 1 oj 1 ,...,/ n ) = 0. 
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De meme, nous avons q\ o (6(@) + r{ot\, . . . , a n )) = 0. Le cycle 8{[3) + r(ai, . . . , a n ) se factorise 
done en 

D ®n+1 CQk 3 ®n+l _^ ^ 

oh p est la projection canonique et i l'injection canonique. Commc kerqi (resp. cok(ji®™ +1 )) est 
contractile, le cycle d est le bord d'un morphisme h! . Le morphisme a n +i = P ~ * ° h' op verifie 
alors les equations (1), (2) et (3). 

Remarque 1.3.3.4 La demonstration de l'axiome de relevement (CM4) montre que pour tout 
relevement a\ dans la categorie CC du diagramme (II), on a un relevement a : D — > C dans le 
diagramme (I). 

(CM5) factorisation : Soit / : A — > B un morphisme d'Aoo-algebres. 

a. Soit C = B © S~ 1 B le cone de l'identite de S~ 1 B. Considerons le complcxc C comme une 
Aoo-algebre (voir 1.2.1.4). Soit j : A — > Af\ C le morphisme d'Aoo-algebres de composantes 1a 
et 0. Lc morphisme q\ : A © C — > i? de composantes lc morphisme / et la projection canonique 
C — > S est un relevement du diagramme de CC 



A- 



A©C- 



La remarque 1.3.3.4 appliquee au point a de l'axiome (CM4) nous donne un relevement dans le 
diagramme de Alg^ 



Y 

3 

A]JC — ^o. 

Dans la factorisation f = q° j, j est une cofibration triviale et q est une fibration. 

b. Soit C = SA © A le cone de l'identite du complcxe (A, mi). Considerons C commc une 
Aoo-algebre. Par le lemme 1.3.3.2, il existc un morphisme d'Aoo-algebres i : A — > C tel que i-y est 
l'injection canonique A — > C. Soit j : A — > B J| C le morphisme d'Aoo-algebres de composantes 
/ et i. C'est une cofibration triviale. Notons q la projection canonique B[]C — > B. C'est une 
fibration et le morphisme / se factorise en go j. 

□ 



Liens entre la "categories de modeles sans limites" Alg^ et la categorie de modeles Cogc 

Soit Cogtr la sous-categorie de Cogc formee des cogebres qui sont tensorielles reduites en tant que 
cogebres graduees. La construction bar induit un isomorphisme de categories Alg^ —> Cogtr. Mu- 
nissons Cogtr de la structure de "categorie de modeles sans limites" donnee par cct isomorphisme. 
Les equivalences faibles (resp. les cofibrations, rcsp. les fibrations) sont done les morphismcs F : 
(T C V 7 b) — > (T C V', b') qui induisent dans les primitifs un quasi-isomorphisme F\ : (V, b\) — > (V , b[) 
(resp. un monomorphisme, resp. un cpimorphisme). 

Proposition 1.3.3.5 Soit A et A' deux A^-algebres. 
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a. Un morphisme f : BA — > BA' est une equivalence faible de Cogtr si et seulement si c'est une 
equivalence faible de Cogc. 

b. Un morphisme j : BA — > BA' est une cofibration de Cogtr si et seulement si c'est une 
cofibration de Cogc. 

c. Un morphisme q : BA — » BA' est une fibration de Cogtr si et seulement si c'est une fibration 
de Cogc. 

Commcngons par un lemma 

Lemme 1.3.3.6 Soit A une Koo-algebre. Le morphisme </> : BA — > BflBA est une equivalence 
faible de Cogtr. 

Demonstration : II s'agit de montrer que le morphisme 4>^ est un quasi-isomorphisme ou, de 
fagon equivalente, que le morphisme 

S^Vm : (A, mi) -> flBA 

est un quasi-isomorphisme. Le morphisme S" 1 ^^ est l'injcction canoniquc de A dans flBA. Mu- 
nissons ttBA de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Tout comme a la fin de la 
demonstration du point b du lemme 1.3.2.3, nous montrons que 

Gr (flBA) = A et Gr^OBA) = pour i > 1. 

□ 

Demonstration de la proposition 1.3.3.5 

a. Soit / : _B/1 — > _BA' une equivalence faible de Cogtr. Le morphisme / est clairement un 
quasi-isomorphisme filtre pour la filtration primitive. II est done une equivalence faible de Cogc. 
Supposons que / est une equivalence faible de Cogc. Par definition des equivalences faibles de Cogc, 
le morphisme $7/ est un quasi-isomorphisme et, par suite, le morphisme BVlf est une equivalence 
faible de Cogtr. Par le lemme 1.3.3.6, les deux fleches horizontales du diagrammc commutatif 

BA >■ BVlBA 

BUf 

BA' ^BflB'A', 

sont des equivalences faibles de Cogtr, et / est done aussi une equivalence faible de Cogtr. 

b. Comme les cofibrations de Cogc sont les monomorphismcs, une cofibration de Cogtr est une 
cofibration de Cogc. Rcciproquement, si j : BA — ► BA' est une cofibration de Cogc, sa restriction 
aux primitifs (£L4)pn = SA est un monomorphisme. Comme nous avons f((BA)^) C (BA')^, le 
morphisme : SA — > SA' est un monomorphisme et j est done une cofibration de Cogtr. 

c. On rappelle que les fibrations d'une categorie de modeles sont les morphismes ayant la 
propriete de relevement par rapport aux cofibrations triviales. Ce fait resulte des axiomes (CM5) 
et (CM3) et vaut done aussi pour Cogtr. Par les points a et b, une fibration de Cogc est une fibration 
de Cogtr. Supposons que q est fibration de Cogtr. Soit le diagramme de Cogc 

C f -^BA 

v 

3 1 



C BA', 
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ou j est une cofibration triviale de Cogc. Nous cherchons un relevement de g relatif a /. Dans le 
diagramme de Cogc ci-dessous 



C; 



BA 



BttC 




BA', 



BttC 



4> est une cofibration triviale de Cogc ct BA est fibrant dans Cogc. Nous avons done une factorisation 
de / en /' o pour un morphismc /' : BttC — > BA. Comme flj est un monomorphismc et un quasi- 
isomorphisme, lc morphismc Bflj est une cofibration triviale de Cogtr. L'objet BA' etant cofibrant 
dans Cogtr, le morphisme q o f se factorise en g' o BVLf pour un morphisme g' : BD.C — > BA' . II 
suffit done de trouver un relevement de g' relatif a /'. Par l'axiome (CM4) pour la categorie Cogtr, 
il en existe un. □ 



1.3.4 Homotopie au sens classique 

Soit C et C deux cogebres cocomplctcs. Soit / ct g deux morphismes de cogebres C — > C 
lis sont homotopes au sens classique s'il existe une (/, <7)-coderivation h : C — > C de degre —1 tel 
que 6(h) — f — g. Nous comparons cette notion a la notion d'homotopie au sens des categories de 
modeles (voir l'appcndice A). 



Proposition 1.3.4.1 Soit C et C deux cogebres cocompletes et f,g deux morphismes C — > C. 

a. Si f et g sont homotopes au sens classique, Us sont homotopes a gauche (voir la definition 
A.9). 

b. Si la cogebre C est fibrante, alors f et g sont homotopes au sens classique si et seulement si 
Us sont homotopes a gauche. 

Demonstration : 

a. Nous allons construire un cylindre C A I pour la cogebre C, puis nous allons montrer que la 
notion d'homotopie classique est equivalente a la notion de C A /-homotopie a gauche. 

Nous notons / le complexe dont la composante de degre est e © e, la composante de degre 
— 1 est e, toutes les autres composantes sont nulles. Nous notons eo et e\ les composantes de Jo- 
La differentielle d : I —> I est donnee par 



di 



1 

-1 



eo © ei. 



Soit A : / — » / ® / le morphismc dont les composantes non nulles sont les morphismes 

eo^^eo®eo, ei — *• ei (g) ei , e ^> eo ® e, e — » e <g> ei 
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donnes par la contrainte d'unitarite de la categorie monoi'dale de base (1.1.1). Ceci definit sur / 
une structure de cogebre co-associative differentielle graduee. 

Soit C une cogebre cocomplete. Le produit tensoriel C ® I de complexe herite naturellement 
d'une structure de cogebre differentielle graduee par la comultiplication C®I—> [C®I)®C®I — 
C®C®I®I. Elle est cocomplete. Nous notons Co et C\ les composantes de C]J C. Nous definissons 
le cylindre C h I = C ® I pour C par les deux morphismes de cogebres differentielles graduees i et 
V 

ou le morphisme i a pour composantes non nullcs 

et ou le morphisme p a pour composantes non nullcs 

C (gi e C, C <g> ei C, 

donnccs par les contraintes d'unitarite de la categorie de base. Le morphisme i est une cofibration 
et le morphisme p une equivalence faible. 

Soit C une cogebre cocomplete. Soit f,get h trois morphismes gradues C — > C respectivement 
de degre zero, zero et -1. 

Soit le morphisme gradue de degre nul H : C ® I — > B dont les composantes sont les trois 
morphismes gradues 

C<g>e ~C^C", C®e 1 ~C^C 

et C®e~C^C". 
Le morphisme H : C ® I — ^ C est un morphisme dc cogebrcs si et seulement si 

- les morphismes / et g sont des morphismes dc cogebrcs C —> C , 

- le morphisme h : C — * C est une (/, <7)-coderivation. 
II est compatible aux differentielles si et seulement si 

- les morphismes f et g sont des morphismes de complexes C — > C 

- le morphisme h : C — > C realise une homotopie entre les morphismes dc complexes / et g. 
Pour finir, nous vcrifions que le morphisme H est bien une C A /-homotopie entre / et g. 

b. Soit C une cogebre fibrante. Soit / et g : C — > C deux morphismes homotopes au sens des 
categories de modeles. Notons toujours C A I le cylindre construit ci-dessus. Par le lemme A. 12, il 
existe une C A /-homotopie a gauche H : C A I — > C entre / et g. Par la demonstration du point 
a, il existe une homotopie h : C — > C au sens classique entre / et g. □ 

1.3.5 Equivalences faibles et quasi-isomorphismes 

Nous notons Qis la classe des quasi-isomorphismes de Cogc et Qisf la classe des morphismes 
/ : C — > D dc Cogc tels que C et D admettent des nitrations admissibles pour lesquelles / est un 
quasi-isomorphisme nitre. 
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Cette section est consacree a la comparaison des trois classes £q, Qis et Qisf. Nous allons 
montrer en particulier les inclusions suivantes 

Qisf C £q C Qis. 

Proposition 1.3.5.1 a. Nous avons Vinclusion Qisf C £q. De V autre cote, le foncteur cano- 
nique 

CogcfQis/ -1 ] — > Cogc[5(; _1 ] = Ho Cogc 

est une equivalence. 

b. Les equivalences faibles de Cogc sont des quasi- is omorphismes. 

c. La classe £q est strictement incluse dans la classe Qis. 

d. Soit C et D deux objets de Cogc concentres en degres < — 1. Tout quasi-isomorphisme de 
cogebres C —> D est une equivalence faible. 

e. Soit C et D deux objets de Cogc concentres en degres > 0. Tout quasi-isomorphisme de 
cogebres C — > D est une equivalence faible. 

Demonstration : 

a. On rappelle (1.3.2.2) qu'un quasi-isomorphisme nitre de cogebres est une equivalence faible 
de Cogc. II nous faut done montrer que les equivalences faibles deviennent des isomorphismcs dans 
la categorie localisee CogcfQis/ -1 ]. Soit / : C — * C une equivalence faible de Cogc. Lc morphismc 

o/ : nc -> nc 

est done un quasi-isomorphisme d'algebre. Par le lemme 1.3.2.3, le morphisme BVLf : BflC — > 
BQ.C est un quasi-isomorphisme nitre. On rappelle (1.3.2.3) que les morphismes d'adjonction 
C — > BVLC et D — > BHD sont des quasi-isomorphismes filtres. Nous deduisons du diagramme 
commutatif de Cogc 

C ^Bnc 

f BSlf 

C *- BQ.C 

que le morphisme / devient un isomorphisme dans la categoric Cogc[<5is/ ]. 

b. Les quasi-isomorphismes filtres sont des quasi-isomorphismes. La proprictc de saturation de 
la classe Qis, applique au diagramme ci-dessus montre qu'une equivalence faible est un quasi- 
isomorphisme. 

c. Nous allons construire un exemple de cogebre qui est acycliquc mais qui n'est pas faiblement 
equivalente a la cogebre nullc. 

Soit A une algebre unitaire non nulle de la categorie de base C. Considcrons A comme une 
algebre associative (dont on oublie l'unite), e'est-a-dire comme un objet de la catcgorie Alg du 
theoreme (1.3.1.2) Comme A n'est pas quasi-isomorphe a l'algebre nulle, la cogebre BA = (T C SA, b) 
n'est pas faiblement equivalente a la cogebre nulle (1.3.1.2, b). Or, elle est bien quasi-isomorphe a 
la cogebre nullc : en effet, lc complexe sous-jacent a S~ 1 BA est le complcxe 

>A<E>A<E>A^A(g)A^A^O, 
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qui est isomorphe a la resolution bar de Palgebre A. Ce complexe est acyclique car A est unitaire 
(voir [CE99, IX. 6] ou ce complexe se nomme "resolution standard"). 

d. Soit C ct D deux cogebres cocomplctcs conccntrccs cn degres < — 1. Nous allons montrer 
que le morphisme f2/ : f2C — » VlD est un quasi-isomorphismc dc Alg. Munissons VlC (resp. HD) 
de la filtration decroissante donnee par 

FiVLC = ($(S- 1 C)® P I resp. F;OD = 0(5- 1 £>)® p I , I 6 N. 
P >i \ P >i J 

Par notre hypothese, le morphisme f2/ induit des quasi-isomorphismcs dans les sous-quotients de 
ces nitrations. II en rcsulte que, pour tout n G N, il induit un isomorphisme en H~ n . car nous 
avoirs 

{FiflC) n = (F/flD) n = pour I > n, 

d'apres l'hypothese sur C et D. 

e. La demonstration est la meme que pour le point d. II sufnt de remarquer que le complexe 
S~ 1 C est concentre en degres > (au lieu de < 0). □ 



1.4 Transfert de structures le long d' equivalences d'homo- 
topie 

Le but de cette section est de (re)montrer le theoreme du modele minimal (1.4.1.4). 
1.4.1 Modele minimal 

Theoreme 1.4.1.1 Soit A une Aoa-algebre. Soit une equivalence d'homotopie dans CC 

g:(V,d)^(A,mf), 

ou (V, d) est un complexe. II existe une structure d'Aoa-algebre sur V telle que mX = d et un 
morphisme d'Aoo-algebres 

f:V^A 

telle que f\ = g. 

Ce resultat est connu depuis les annees 70 dans le cas d'une Aoo-algebre connexe (i. e. concentrees 
en degres homologiques > 1) et d'un complexe (V,d) ou la differentielle d est nulle (V est alors 
isomorphe a H* A). II y a deux mcthodes pour montrer ce theoreme, celle utilisant la "methode des 
obstructions" [Che77a], [Che77b], [Kad80], [Smi80], [Gug82] et celle utilisant "l'astuce du tenseur" 
[Hue86], [GS86], [GL89], [GLS91], [HK91], [Mer99], [KS01]. L'article [JL01] presente 1'unification 
de ces differentes methodes. Nous donnons ici une demonstration utilisant les obstructions. 

Demonstration : Par l'axiome (CM5) pour la categorie de modeles CC, le morphisme g se 
factorise en q o j, ou q est une fibration triviale et ou j est une cofibration triviale. II sufht done 
de montrer le theoreme dans le cas ou l'equivalence d'homotopie est un epimorphisme et dans le 
cas ou elle est un monomorphismc. 
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Supposons que g est une fibration triviale de CC. Soit K le noyau de g. Comme K est contractile, 
nous pouvons scinder g dans la categorie des complexes. Ce scindage induit un isomorphisme de 
complexes 

V K®A 

par lequcl lc morphismc g s'idcntific a la projection K ffi A — > A. Considcrons K comme une Aqq- 
algebre (voir 1.2.1.4). Munissons l'objet gradue sous-jacent a V de la structure d'A^-algebre de 
K J\A. Le morphisme / est le morphisme canonique K J\ A — ► A de Alg^. 

Supposons que g est une cofibration triviale de CC. Soit K le conoyau de g. Comme il est 
contractile, on peut scinder g dans la categorie des complexes. Ce scindage induit un isomorphisme 
de CC 

A -^-> K ®V 

par lequel le morphisme g s'identifie a l'injection V — * K © V. Considcrons K comme une Aqq- 
algebre. Par le lemme 1.3.3.2, il existe un morphisme d'Aoo-algebres h : A — » K tel que /ii est la 
projection © 1/ — > K dans CC. Grace a l'axiome (A) du theoreme 1.3.3.1, morphisme h admct 
un noyau dans la categorie Alg^. L'objet gradue sous-jacent a kerh est V. Nous avons ainsi muni 

V d'une structure d'Aoo-algebre telle que rri( est la differentielle de V. Le morphisme canonique 

V — * A est tel que /i = g. □ 
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Modele minimal 

Definition 1.4.1.2 Une Aoo-algebre est minimale si m\ = 0. Soit A une Aoo-algebre. Un modele 
minimal pour A est un Aoo-quasi-isomorphisme d' Aoo-algebres A' — > A oil A' est minimale. 

Remarque 1.4.1.3 Cette utilisation du terme "modele minimal", due a M. Kontsevich, est differente 
de l'usage conventionnel en homotopie rationnelle (modele minimal de Sullivan). On peut la jus- 
tifier par le fait que la construction bar BA' est un modele minimal au sens de H. J. Baues et 
J.-M. Lcmairc [BL77] de la cogcbrc BA. Rcmarquons qu'un modele minimal de BA ne donne 
pas en general un modele minimal dc A : soit (T C SV, b) unc cogcbrc tcnsoricllc reduitc sur SV 
dont la diffcrcntielle b induit zero dans les 1-primitifs ; si (T C SV, b) est un modele minimal de BA, 
e'est-a-dire si on a un quasi-isomorphisme de cogebres 

F : (T^SV, b) -> BA, 

l'Aoo-algebre V telle que BV = (T C SV, b) n'est pas en general un modele minimal pour 1' Aoo- 
algebre A. Ccpcndant, si F est unc equivalence faible de Cogc, V est un modele minimal de 
l'Aoo-algebre A. 

Corollaire 1.4.1.4 Soit A une A^-algebre. II existe une structure d'A^-algebre sur son homologie 
H* A telle que 

a. mi — et mi est induite par rn^ , 

b. il existe un morphisme d A^-algebres H* A — > A relevant Videntite de H* A. 
Cette structure est unique a un isomorphisme (non unique) pres. 

Demonstration : Comme la categorie de base C est semi-simple, nous avons un isomorphisme 
dans la categorie des complexes 

{A,m^) ^ H*A®K 

pour un complexe contractile K. Le resultat est deduit du theoreme 1.4.1.1 applique a l'injection 
canoniquc 

g : H*A — ► A. 

L'unicite de la structure provient du fait qu'un morphisme / entre Aoo-algebres minimales est un 
quasi-isomorphisme si ct sculement si /i est un isomorphisme si et seulement si / est un isomor- 
phisme. □ 



1.4.2 Lien avec le lemme de perturbation 

Une perturbation 5 de la diffcrcntielle d d'un complexe filtrc W est un morphisme graduc 
S : W — > W de degre +1 qui diminuc la filtration et tel que d + S est encore une differentielle, 
e'est-a-dire, tel que 

d o 6 + 5 o d + S 2 = 0. 
Une contraction [EML53] (voir aussi [HK91] et les references donnees dans [HK91]) 

( V ^7 W , H) 
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est donnee par deux complexes V et W , deux morphismes de complexes i : V — > W et p : V — >W 
et un morphisme gradue H : W — > W de degre —1 tels que 

poi = l v , iop = l w + 5(H), Hoi = Q, P oH = et H 2 = 0. 

On dit aussi que W se contracte sur V. Si lcs complexes sont nitres, la contraction est filtree si les 
morphismes sont nitres relativement a ces nitrations. 

Soit V et W des complexes munis de nitrations exhaustives et soit 

( (y,d v )izz(w,d w ) ,h) 

i 

une contraction filtree et 6 une perturbation de la differentielle dw- Le lemme de perturbation 
([Gug72], [HK91]) donne une nouvelle differentielle d v de V et des morphismes i s , p s et H s tels 
que 

p s 

( (V,d%,)*—:(W,d w + 6) ,H 6 ) 

i s 

est une contraction filtree. Supposons que la contraction filtree ci-dessus est une contraction filtree 
de cogebres : les objets V et W sont des cogebres diffcrentiellcs graduees filtrees, les morphismes 
i ct p sont des morphismes de cogebres filtrees, H est une l-(ip)-coderivation filtree dc W . Sup- 
posons aussi que la perturbation S est une perturbation d'une differentielle de cogebres, i. e. S est 
une 1-1-coderivation de W. Le lemme de perturbation produit alors une contraction de cogebres 
QHK91], [GS86], [GL89], [GLS91], [Mer99]). 

Soit A une A^-algebre et soit 

P a 

*■ (V, d v ) 1 ~ (A, mi ) " ~ (K, d K ) ^ 

< p 

une suite exacte scindee de complexes telle que 

po(T = et iop-)-(jop= I4. 

Soit h une homotopie contractante de K telle que h 2 = 0. A partir de ces donnees, nous avons 
deux manicres naturcllcs dc definir une structure d'Aoo-algcbrc sur V ct un A^ -morphisme 

V ^ A 

dont le premiere composante est i. 

Premiere methode : le lemme de perturbation 
Nous appliquons le lemme de perturbation a la contraction filtree et a la perturbation de cogebres 

(T^SiV, d v ) ^7 T^S(A, mi),ff) et 5: T^SA -> T^SA, 

oil F = T c Si, R = T c Sp, H est l'unique l-(Fi?)-coderivation relevant <rohopet5 = b — b\ (ici b 
est la differentielle de BA). Nous obtenons une nouvelle differentielle b' sur T C SV et un morphisme 
de cogebres 

ps . (j^sv,b') (T*SA,b). 
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Nous obtenons une structure d'Aoo-algebre sur V (notons cette Aoo-algebre V s ) et un A^-morphismc 

f : V s -> A. 

Deuxieme methode : le noyau d'un Aoo -morphisme g 
Dcfmissons par recurrence des morphismcs 

gi-.A^^K, i>l, 

en posant 

9i=P et ffi = -ftor(ffi,...,3i_i), i > 2, 

oil r(gi, . . . , <7i-i) est le cycle du lemme (B.1.5). Le lemme (B.1.5) montre qu'ils definissent un 
Aqo -morphisme .9 : A — > K (ou if est le complexe K considere comme Aoo-algebre). L'axiome (A) 
du theoreme (1.3.3.1) montre qu'il existe un noyau de g dans la categorie Alg^ 

V 9 = kerg -> A. 

Comme l'objet gradue sous-jacent de l'Aoo-algcbre V 9 est V, ccla dcfinit une Aoo-structure sur V 
et un Aoo-morphismc 

f 9 : V 9 -» A. 

Lemme 1.4.2.1 Nous avons un isomorphisms 8 : V s —> V 9 tcl que 0\ — 1 et J* 5 = f 9 o 0. 

Demonstration : Rappelons les descriptions de PAoo-structure de V 5 et de f s en terme d'arbres 
due a M. Kontscvich ct Y. Soibelman [KS01, 6.4]. 

L'Aoo-structure de V s est definie par les formules suivantes : 

mf = 0, ?7i2 = p o TO2 o (i ® i), m i = ( — l) 3 ™^^, i > 3, 

ou s ct T, T et m^T sont definis ainsi : Considerons Pensemble T des arbres planaires orientes T 
avec i + 1 sommets terminaux (la racine et les feuilles), tels que l'arite \v\ de tout sommet interne 
v G T (i. e. lc nombre de flcches arrivant a u) est > 2. Pour decrire le morphisme 

mi,T ■ {V s )® 1 ^V s , i > 3, T g T, 

on a besoin de considerer l'arbre T construit a partir de T en rajoutant un sommet interne au 
milieu de chaque arete interne. L'arbre T est ainsi constitue de deux types de sommets internes : 
les anciens qui correspondent aux sommets internes de T et les nouveaux que l'on vient de rajouter. 
On coloric les sommets de T par les morphismes suivants : 

- p sur la racine, 

- i sur les feuilles, 

- mu sur les sommets internes anciens v (dont l'arite est \v\), 

- H sur les sommets internes nouveaux. 

A chaque arbre T ainsi colorie, on associe le morphisme to^.t qui consiste a composer les coloriages 
en descendant le long de l'arbre des feuilles vers la racine. Voici un exemple : 
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V 

Lc morphisme mg j vaut 

p o m,2 o (H g> 1) o (m 3 g 1) o (1 g H i 
Le signe (— l) s associe a T est donne par l'egalite 




T colorie 



l^)o(l®m 3 ®l^)o(i» b ). 



ou 



p o m 2 o (J? g 1) o (m 3 g 1) o (1 g if g l® 2 ) o (1 g m 3 g l® 2 ) o (i® 6 ) o (w® 6 ) = 

(-1) S W o p' o 6 2 o (if' g 1) o (63 g 1) o (1 g if' g l® 2 ) o (1 g 63 g l® 2 ) o (i® 6 ), 



H' = — s o H o to et 



p = S O p O U!, 

Le signe dans le cas general s'obticnt de la meme maniere. 
Le morphisme f 5 : V s — > A est donne par les formulcs 

TeT 



i > 2, 



ou les morphismes fi x et le signe s sont construits de la meme maniere en coloriant la racine de 
l'arbre T par H au lieu de p. La remarque (1.4.2.2) ci-dessous montrera que les morphismes m\ , 
i > 1, et //, i > 1, dcfinisscnt bien des Aoo -structures. 
Remarquons que les signes ci-dessus sont tels que 



TeT 



et F? 



T, F < 



i,T, 



i > 1, 



TeT 



ou bi^x et Fi.T sont obtenus en coloriant les sommets des arbres T par des bi (resp. i' , p', H') sur 
les sommets qui etaient precedemment de couleur m, (resp. i, p, H). 
Nous allons maintenant cxpliciter rAoo-morphisme 

g : A K 

en terme d'arbres. Un calcul facile (nous utilisons le fait que h 2 = 0) montre que le morphisme gi, 
i > 1, est donne par les formulcs 

gi = p et g,; = — p oho ttli , z > 2. 

Comme hop = po H, les morphismes ^ correspondent aux arbres colories (ils n'appartiennent pas 
necessairement a T) 
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1 1 



P 



mi 



V 

Le signe intervenant dans la formule pour g implique les egalitcs 

d = p' et G t = -p' o H' o b h i > 2, 

ou p' = s o p O UJ. 

Montrons que la composition g o f 5 est nulle. II suffit de montrer les egalites 

G i (F* 1 ®...®F* i )=0, n>l. 

Soit n > 1. Comme les Gi et les F^ k sont des sommes de compositions associees a des arbres 
colories, la somme ci-dessus est la somme de compositions associees aux arbres colories concatenes. 
Nous vcrifions que les arbres colories concatenes intervenant dans les sommes 

J2 et G.oFt 

Y, tjfc=n, i>2 

sont les memes. Dans la premiere somme, le signe intervenant devant chaque composition associee 
a un arbre colorie concatene est negatif car, pour i > 2, nous avons Gi = —p' o H' obi. Dans 
la seconde somme, il est positif car G\ = p'. Nous avons done G o F s = 0. Le morphisme f s se 
factorise en f 9 o 0. Comme /* = ff, nous avons B\ = \y. II s'ensuit que : V s -> V 9 est un 
isomorphisme. □ 

Remarque 1.4.2.2 La demonstration montre que les morphismes mf , i > 1, et i > 1, definis 
en terme d'arbres definissent bien des Aoo-structures (voir [KS01, 6.4] pour une autre preuve). 

Remarque 1.4.2.3 Si A est une algebre differentielle graduee, l'Aoo-morphisme 

g : A -> K 

n'a que deux composantcs non nulles g\ et g2- La complexite des formules pour les mf, i > 1, 
provient done de la complexite des formules des ff,i>l, definissant le noyau de g dans Alg^ 

/ 5 : V s ^ A. 

Remarque 1.4.2.4 Le lemme de perturbation nous donne, outre V s et / 5 , une contraction d'Aoo- 
algebres 

(V S ^^A,H S ). 

f s 

Remarquons que l'Aoo-morphisme q s est le conoyau de l'Aoo-morphisme 

j :K^A 
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donne par les formules 

ji=<r, j i = -m i o{a® i )o{h®l m - 1 ), i>2. 

□ 

Remarque 1.4.2.5 Soit V et W des complexes munis de nitrations exhaustives et soit 

( (y,d v )izz(w,d w ) ,h) 

i 

une contraction filtree de complexes. Alors il existe une suite exacte scindee de complexes 
(V, d v ) ^7 (W, d w ) (K, d K ) *■ 

i P 

telle que 

poa = et iop + aop=l A 
et une homotopie contractante h de K telle que 

h 2 = et H — a o hop. 

Le complexe contractile K est done un facteur direct de W. Soit 8 une perturbation de la differentielle 
dw . Le lemme de perturbation produit une contraction filtree de complexes 

p 5 

( (V,d s v )^^(W,d w + S) ,H d ). 

t 5 

Un calcul montre que les morphismes 

(p-pH8):(W,d w + 6)^(K,d K ) et (a - 8Ha) : (K, d K ) -»• (W, d w + 8) 

sont des morphismes de complexes et qu'ils sont le conoyau et le noyau de i s et p s . La composition 

(p - pH8) o (cr - 8 Ha) : (K, d K ) -> {K, d K ) 

induit un isomorphisme dans les objets gradues associes a la filtration. C'est done un isomorphisme. 
Le complexe contractile(ii', dx) est done aussi un facteur direct du complexe perturbe (W, dw + 8) 
et l'inclusion 

est "perturbee" en a — 8Ho pour devenir compatible a dw + 8. 
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Chapitre 2 



Theorie de Phomotopie des 
polydules 

Introduction 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Rappelons que dans cette these les structures communement 
appelees Aoo-modules sur A sont appelees A-polydules ("poly" car la structure est donnee par 
plusieurs multiplications). Le but de ce chapitre est de decrire la categorie derivee V^A dont les 
objets sont les A-polydulcs strictemcnt unitaires. Nous utiliserons pour cela les outils de l'algebre 
homotopique de Quillen (voir l'appcndice A) en adaptant les methodes du chapitre 1 aux poly- 
dules. La categoric derivee d'une Aoo-algcbrc quclconque sera ctudice au chapitre 4. 

Plan du chapitre 

Ce chapitre est divise en deux parties. 

La premiere partie qui composee des sections (2.1) et (2.2) ne traitera pas des A^-structures 
proprement dites. Dans la premiere section (2.1), on definit les (co)modules differentiels gradues 
(co) unitaires. Dans la section 2.2, nous demontrons le theoreme (2.2.2.2) : 

Soit C une cogebre differ entielle graduee cocomplete co-augmentee. La categorie Come C des C- 
comodules differentiels gradues co-unitaires cocomplets admet une unique structure de categorie de 
modeles telle que, pour toute algebre differentielle graduee augmentee A et toute cochaine tordante 
admissible acyclique r : C — > A, le couple de foncteurs adjoints 

(? ® T A, — ® T C) : Come C -> Mod A 

est une equivalence de Quillen. Tous les objets de Come C sont cofibrants. 
Nous caracterisons ensuite l'acyclicite des cochaines tordantes (2.2.4.1). 

La deuxieme partie est consacree aux Aoo-structures concernees par ce chapitre : les (bi)polydules 
strictement unitaires sur des Aoo-algebres augmentees. Dans la section 2.3, on definit les po- 
lydules, leurs suspensions, les A M -morphismes et les homotopies entre Aoo-morphismes. Nous 
definissons ensuite la notion d'unitarite stricte pour les Aoo-structures. Cette notion sera etudiee 
plus precisement dans le chapitre 3. On rappelle ensuite les constructions bar et cobar et l'algebre 
enveloppante. Dans la section 2.4, nous affinons le theoreme (2.2.2.2) precite. Nous montrons que, 
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si la cogebre C est isomorphe, en tant que cogebre graduee, a une cogebre tensorielle co-augmentee, 
les objets fibrants de Come C sont exactement les facteurs directs des C-comodules presque colibres. 
En particulier, dans le cas oil C est egale a la construction bar d'une Aoo-algebre augmentee A, 
la categorie des objets fibrants et cofibrants de Come C est l'image essentielle par la construction 
bar des ^4-polydules strictement unitaires. Nous deduirons de ce resultat plusieurs descriptions de 
la categorie derivee 

V^A^ Modoo AiQis- 1 }, 

ou Modoo A designe la categorie des A-polydules strictement unitaires. 

Dans la section 2.5, nous etudions la categorie derivee V^AjA') des bipolydules strictement 
unitaires sur A et A' , deux Aoo-algebres augmentees. Les methodes etant similaires, les details 
scront omis. Les bipolydules seront utiles dans l'etude des Aoo-categories. 

2.1 Rappels et notations 

Soit (C,Cg>,e) une K-categorie de Grothcndieck semi-simple mono'idalc ct C une K-categoric 
de Grothcndieck semi-simple (non necessairement mono'idale). Nous supposons que la categoric 
mono'idalc C agit a droite sur C, i. e. C est munie d'un foncteur 

C X C -> C, (M, A)^M®A 

tel que 

Home (M, M') x HomC(A, A') Hom c (M ® A, M' ® A'), 

oil A, A' sont dans C et M,M' sont dans C, est K-bilineaire. Nous demandons en outre que cette 
action soit associative et unitaire a des isomorphismes donnes pres (voir [ML98, chap. XI]). 

2.1.1 Modules sur une algebre augmentee 

Soit M (resp. M') l'une des categories QrC ou CC (resp. QrC ou CC) definies a la section 1.1.1. 
La categorie M est mono'idale et agit clairement sur M'. 

Algebres augmentees, reduites 

Une algebre (^4, fi) dans M est unitaire si elle est munie d'un morphisme rj : e — > A tel que 
<S> rf) = /j,(t] ® 1) = 1. On appclle le morphisme rj Vunite de A. Si A ct A' sont des algebres 
unitaires, un morphisme d'algebres unitaires / : A — * A' est un morphisme d'algebres / tel que 
fVA = VA'- Le morphisme e®e-te donne par la contrainte d'unitarite de la categorie de base 
(1.1.1) definit une structure d'algebre unitaire sur l'objet neutre e. Une algebre A est augmentee 
si elle est unitaire et munie d'un morphisme d'algebres unitaires 

e : A -> e. 

Le morphisme e s'appelle V augmentation de A. Si A et A' sont des algebres augmentees, un 
morphisme d'algebres augmentees f : A —> A' est un morphisme d'algebres unitaires / tel que 
£A'.f = £A- 

Si A est une algebre augmentee de M, V algebre reduite A associee a A est le noyau de l'aug- 
mentation. Si A est une algebre de M, V algebre augmentee associee a A est l'algebre A + dont l'objet 
sous-jacent est e © A, et dont la multiplication est definie par les morphismes 

e®e^e, e®A^A, A®e^A et A ® A A, 
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ou les trois premiers morphismes sont donnes par la contrainte d'unitarite de la categorie de base. 
L'augmentation de A + est la projection canonique A + — > e. On note Alga la categorie des algebres 
augment ees de CC. Le foncteur 

Alg — ► Alga, A i-> A+ 
est une equivalence dont le quasi-inverse est le foncteur A i— ► A. 

Modules 

Soit A une algebre dans M. Un A-module (a droite) dans M' est un objet M de M' muni d'un 
morphisme fi M : AI <g> A — > AI (de degre si M' = QrC) tel que 

i>F{n M ® i) = ® //). 

On appelle /z M la multiplication de AI . Si M et N sont deux modules, un morphisme de modules 
f : AI —> N est un morphisme / tel que 

fH M =H N (f®l). 

Si l'algebre A est unitaire, un A-module AI est unitaire si on a 

Soit A une algebre graduee (resp. differenticlle graducc). Un A-module gradue (resp. differentiel 
gradue) est un A-modulc dans la categorie QrC (resp. CC). Si A est une algebre differenticlle 
graduee, un A- module differentiel gradue est done un objet M de QrC , muni d'une multiplication 
H M : M ® A -> M et d'une diffcrentielle : M -> M telle que 

d M (/i M ) = fi M (d M ®1 A + 1 M ® 

Si (M,fj, M ) est un A-module gradue, une derivation de modules est un morphisme e? M : M — ► M 
verifiant l'equation ci-dessus. Une diffcrentielle de module est une derivation de degre +1 et de carre 
nul. Si A est une algebre diffcrentielle graducc unitaire, on note Mod A la categorie des A-modulcs 
differentials gradues unitaires. 

Soit / : A — ► A 1 un morphisme de Alg. La restriction le long de f d'un A'-modulc M est le 
A-module dont l'objet sous-jacent est M et dont la multiplication est (J. (f ® 1). Le A 1 -module 
induit par f d'un A-module M a pour objet sous-jacent M ®a A' et pour multiplication 1 ® fi A . 
Soit A une algebre augmentee et soit i : A — > A l'injection canonique. Le foncteur restriction est 
une equivalence de Mod A sur la categorie des modules differentiels gradues sur A, son quasi-inverse 
est le foncteur induction. 

Soit A une algebre differenticlle graduee et M et AT deux modules differentiels gradues. Si / 
ct g sont deux morphismes AI —> N, une homotopie entre f et g est un morphisme gradue de 
A- modules h : M — ► Af de degre —1 tel que h o d + d o h = f — g. Deux morphismes f et g sont 
homotopes s'il existe une homotopie entre / et g. 

Modules libres 

Soit A une algebre de M. Soit V un objet de M'. Le morphisme ly <8> \i A definit une structure 
de A-module sur V ® A. Un A-module M est Zi&re sur V s'il existe un isomorphisms de A-modules 
AI — > U ® A. Un module differentiel gradue est presgue libre s'il est libre en tant que module 
gradue. 
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Lemme 2.1.1.1 Soit A un objet de Alga. Soit M un objet de Mod A et V un objet de QrC 

a. L'application f i— > est une bijection de Vensemble des morphismes de modules gradues 
V ® A — > M vers Vensemble des morphismes gradues V — > M. L'application inverse associe 
a g :V — > M le morphisme de modules 

V®A a -^M®A^M. 

b. L'application d \— ► d(l ® rf) est une bijection de Vensemble £ des derivations du modules 
gradues V ® A vers Vensemble des morphismes gradues g : V — ► V(& A. L'application inverse 
associe a g : M — > N la differ entielle 

1 <g> d A + (1 ® [i A )(g <g> 1). 

Cette bijection fait correspondre le sous-ensemble de £ forme des differ entielles de modules 
au morphismes de degre +1 tel que 

(l v ® fj, A )(g ® l)g + (1 ® d A ).g = 0. 

□ 

2.1.2 Comodules co-augmentes 
Cogebres co-augmentees, reduites 

Une cogebre (C, A) de M est co-unitaire si elle est munie d'un morphisme 77 : C — ► e tel que 
(1(8)77) A = (?7Cx)l)A = 1. Le morphisme 77 s'appelle la co-unite de C. Si C et C sont deux cogebres 
co-unitaires, un morphisme de cogebres co-unitaires / : C — > C" est un morphisme de cogebres / tel 
que ?7c// = rj c . Le morphisme e — > e ® e donne par la contrainte d'unitarite de la categorie de base 
definit une structure de cogebre co-unitaire sur l'objet neutre e. Une cogebre C est co-augmentee 
si elle est munie d'un morphisme de cogebres co-unitaires 

e : e -> C. 

Le morphisme e s'appelle la co- augmentation de la cogebre C. Si C et C sont deux cogebres co- 
augmentees, un morphisme de cogebres co-augmentees / : C — > C est un morphisme de cogebres 
unitaires / tel que fee = £c ■ 

Si C est une cogebre co-augmentee de M, la cogebre reduite C est le conoyau de la co- 
augmentation. Si C est une cogebre de M, la cogebre co-augmentee C + est la cogebre dont l'objet 
sous-jacent est C © e et dont la comultiplication est le morphisme defini par les composantes 

e^e®e, C^e^C, C->C®e et C C®C, 

ou les trois premiers morphismes sont dermis par la contrainte d'unitarite de la categorie de base. 
La co-augmentation de C + est l'injection canonique e — > C + . Si V est un objet gradue de C, on 
note T C V la cogebre (T C V) + . Soit Cogca la categorie des cogebres co-augmentees de CC dont les 
cogebres reduites sont cocompletes. Le foncteur 



Cogc — ► Cogca, C 1 ► C + , 
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est une equivalence dont le quasi-inverse est le foncteur C — > C '. 
Comodules 

Soit C une cogebre dc M. Un C-comodule (a droite) dans M' est un objet gradue TV de M' 
muni d'un morphisme A N : TV — > TV ® C (de degre si M' = QrC) tel que 

(1 ® A c )A Ar = (A w ® 1)A N . 

Si TV et TV' sont deux C-comodules, un morphisme de C-comodules / : TV — > TV' est un morphisme 
dc M' tel que / = (f <g>l)A N . Si la cogebre C est co-unitaire, un C-comodule TV est co-unitaire 
si A N (1 <g> r/) = ljv- 

Soit C une cogebre graduee (resp. differentielle graduee). Un C-comodule gradue (resp. differentiel 
gradue) est un C-comodule dans la categorie QrC (resp. CC). Si C est une cogebre differentielle 
graduee, un comodule differentiel gradue est done un objet TV de Qr C, muni d'une comultiplication 
A w : TV — > TV (g> C et d'une differentielle d N : TV -> TV telle que 

A^d" - (d w ® 1a + liv ® d A )A Ar . 

Si (iV, A^) est un C-comodule gradue, une coderivation de comodules est un morphisme d N : N — > 
iV vcrifiant l'equation ci-dessus. Une differentielle de comodule est une coderivation de degre +1 et 
de carre nul. Si la cogebre C est co-unitaire, on note Com C la categorie des comodules differentiels 
gradues co-unitaires. 

Soit / : C — > C un morphisme dc Cog. La corestriction le long de f d'un C-comodule JV 
est le C'-comodule dont l'objet sous-jacent est N et dont la comultiplication est (1 €5 f)A. N . Le 
C-comodule co-induit par f associe a un C'-comodulc ./V a pour objet sous-jacent le noyau 

ker{N® C N® C ®C), 

oh. u = A N ® lc — (ljv ® / (8 1c)(1jv ® A c ), et pour comultiplication le morphisme induit par 
l Ar ®A c :7V®C^7V®C®C. 

Soit C une cogebre co-augmentee et soit p : C — ► C la projection canonique. Le foncteur cores- 
triction est une equivalence de la categorie Com C sur la categorie des C-comodules differentiels 
gradues. Son quasi-inverse est le foncteur co-induction. 

Soit C une cogebre differentielle graduee et soit TV et N' deux comodules differentiels gradues. 
Si / et g sont deux morphismes TV — > N' , une homotopie entre f et g est un morphisme gradue de 
C-comodulcs ft, : TV — > TV' de degre —1 tel que hod + doh = f — g. Deux morphismes f et g sont 
homotopes s'il existe une homotopie entre / et g. 

Comodules cocomplets 

Soit C une cogebre co-augmentee de M et TV un C-comodule co-unitaire dans M'. On definit 
A (2) = a n etj pour tQut n > 3j on definit AW : TV -> TV ® C®"" 1 par 

A (n) = ^®n-2 ^ A C ')A ( "" 1) . 

Soit n > 1. Le noyau TV[ n ] du morphisme 

TV A ^ N ® C®" TV ® C 8n 
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(ou p : C — > C est la projection canonique) est un sous-comodule de N. II s'appelle le sous- 
comodule des n-primitifs de N. Pour n = 1, on obtient le sous-comodule des primitifs de 2V. La 
suite croissante de sous-comodules 

N {1] c iVpj c JV [3] c ■ • • 

est la filtration primitive du comodule N. Si C est un objet de Cogca, un C-comodule differentiel 
gradue co-unitairc N est cocomplet si sa filtration primitive est exhaustive. On note Come C la 
categorie des comodules cocomplcts. 

Comodules colibres 

Soit C une cogebre co-augmentee dans M. Soit V un objet de M'. Le morphisme 

1®A C :V®C^V®C®C 

munit V®C d'une structure de C-comodule. Son sous-comodule des primitifs est le comodule V®e. 
Pour n > 2, son sous-comodule des n-primitifs est le C-comodule l / (8)C[ rl _ 1 ] . Le C-comodule V ®C 
est done cocomplet si C est un objet de Cogca. Un C-modulc N est colibre sur V s'il cxistc un 
isomorphisme de C-comodulcs V ®C. Si C est un objet de Cogca, un comodule differentiel 

gradue est presque colibre s'il est libre en tant que comodule gradue. La sous- categorie de Come C 
formce des objets presque colibres est notee prcol C. 

Lemme 2.1.2.1 Soit C une cogebre differentielle graduee co-unitaire, N un objet dans Com C et 
V un objet gradue. 

a. L 'application / h (lg V C )f es ^ une bijection de I'ensemble des morphismes de comodules 
gradues N — > V ® C sur I'ensemble des morphismes gradues N — ► V. L' application inverse 
envoie g : N — > V sur le morphisme de C -comodules 

N N ®C 9 -^V ® C. 

b. L 'application d i— > (1 ® rj C )d est une bijection de I'ensemble 

coderiy ® C) 

des coderivations du comodules V ®C sur I'ensemble des morphismes gradues g : V ®C — > V . 
L 'application inverse envoie g sur la coderivation 

(g <g) l)(ly (g) A c ) + l v <g> d c . 

Cette bijection fait correspondre les differ entielles de comodules aux morphismes gradues de 
degre +1 tels que 

g(l v <g> d c ) + g{g ® l c ){lv ® A c ) = 0. 



□ 
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2.2 ComcC comme categorie de modeles 
2.2.1 Cochaine tordante et produits tensoriels tordus 

Definition 2.2.1.1 Soit C une cogebre differentielle graduee et A une algebre differentielle graduee. 
Une cochaine tordante est un morphismc gradue r : C — > A de degre +1 tel que 

d-AT + Tdc + m(T S3 t)A = 0. 

Si / : A — ¥ A' est un morphisme dans Alg (resp. si g : C — > C est un morphisme dans Cog) 
la composition /or (resp. t o g) est encore une cochaine tordante. Ainsi, une cochaine tordante 
t : C — ► A induit une cochaine tordante t + = i o t o p : C + — > A + , oil i est l'injection canonique 
A — > A + et p la projection canonique C + — > C. Soit ^4 un objet de Alga et C un objet de Coga. 
Une cochaine tordante C A est admissible si elle est induite par une cochaine tordante C —> A. 

Soit A une algebre differentielle graduee augmentee et C une cogebre differentielle graduee co- 
augmentee. Soit t : C — > A une cochaine tordante admissible. Soit M un objet de Mod A. Soit le 
morphisme t T : M ® C — > M ® C defini comme la composition 

M®a^M®C®C M^A^C ^ M®C. 

Comme r est une cochaine tordante, la sommc 

6 T = & + t T : M ® C — > M ®C 

oil 6 est la differentielle du produit tensoriel M ® C ', donne une differentielle sur lc C-comodule 
gradue co-unitaire M ®C. Le produit tensoriel M ®C muni de la differentielle tordue (par t) b T 
est note M £g> T C. Si M et M' sont deux objets de Mod A, un morphismc / : M — > A/' induit un 
morphisme de C-comodules gradues co-unitaires / ® lc : M ® r C — > M' ® T C compatible aux 
diffcrcnticlles. Nous obtenons ainsi un foncteur 

R T : Mod A -> Com C, M h-> M ® t C. 

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguite nous noterons ce foncteur R. 

De manicre duale. si N est C-comodulc differcnticl gradue co-unitaire, lc morphisme T T est 
defini comme la composition 

N ® A ^ N^ct&A 1 ^ 1 N®A®A^ N®C. 

La sommc dc la differentielle D du produit tensoriel N A et du morphisme T T definit une 
nouvelle differentielle sur le A-module gradue unitaire N ® A. Le produit tensoriel N <E> A muni 
de la differentielle tordue (par t) D t = D + T t est note N <E) T A. Si N et N' sont deux objets 
de Come C, un morphismc f : N ^ N' induit un morphismc dc A-modulcs gradues unitaircs 
/ ® 1a ■ N ® T A — > iV' ® T A compatible aux diffcrcnticlles. Nous obtenons ainsi un foncteur 

L T : Com C — > Mod A, N —> N ® T A 

que nous noterons L lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguite. 

Lemme 2.2.1.2 Le foncteur L : Com C — > Mod A est adjoint a gauche au foncteur R : Mod A — > 
Com C. 
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Demonstration : Soit N un objet de Com C et M un objet de Mod A. Nous allons donner la 
bijection fonctorielle 

<j> : HomMod A (LN,M) — > Hom Com c(N, RM). 

Soit / : LN — > M un morphismc do Mod A. Par le lemme 2.1.1.1, il est determine par sa composition 
a = f o (1 N (gi J?" 4 ) : — > M. Par le lemme 2.1.2.1, le morphisme a determine a son tour un 
morphisme gradue de C-comodules co-unitaires </>(/) : N — » i£M tel que (1 (8) r) C )(j){f) = a. On 
vcrifie que la condition b T <j)(f) — </>(f)dtf = equivaut a la condition di^f — fD T = 0. □ 

Definition 2.2.1.3 Une cochaine tordante admissible r : C — > A est acyclique si, pour tout objet 
M de Mod A, le morphisme d'adjonction 

<t> : LRU -> A/ 

est un quasi-isomorphisme (voir la proposition 2.2.4.1 ci-dessous pour des conditions equivalentes). 

Notation 2.2.1.4 (Construction bar et cobar) Soit A un objet de Alga. Nous notons B + A la 
cogebre co-augmentee (BA) + , oil A est l'algebre reduite associee a A. Attention a nc pas confondre 
les cogebres co-augmentccs B + A et (BA) + . Soit C un objet de Cogca. Nous notons f2 + C l'algebre 
augmentee (f2C) + , ou C est le cogebre reduite associee a C . Elle n'est pas isomorphe a (£IC) + . 

Lemme 2.2.1.5 a. Soit A un objet de Alga. Soit p : BA — > 5 A la projection canonique. La 
composition 

t a : B+A^ BA^A^ A, 

ou la premiere fleche est la projection canonique et la derniere I 'injection canonique, est une 
cochaine tordante admissible. La cochaine ta est universelle parmi les cochaines tordantes 
admissibles de but A, i. e. si C est un objet de Coga et t : C — > A est une cochaine tordante 
admissible, il existe un unique morphisme g T tel que ta ° g T = T. 

b. De fagon duale, nous associons a un objet C de Cogca une cochaine tordante admissible 

t c :C -^c ^nc -> n + c 

ou i : S~ 1 C — > HC est I'injection canonique. La cochaine tq est universelle parmi les 
cochaines tordantes admissibles de source C, i. e. si t : C — > A est une cochaine tordante 
admissible, il existe un unique morphisme f T tel que f T °Tc = T. 

Demonstration : Soit C un objet de Cogca et A un objet de Alga. Soit r : C — > A un morphisme 
gradue de degre +1 dont la composition avec la co-augmentation de C et l'augmentation de A est 
nulle. Soit 

f T : Q+C -> A 

le morphisme gradue d'algebres augmentees relevant (1.1.2.1) la composition r o s et 

g T :C B+A 

le morphisme gradue de cogebres co-augmentees relevant (1.1.2.2) la composition sot. Par la 
demonstration du lemme 1.2.2.5, le morphisme gradue r est une cochaine tordante si et seulement 
si f T est compatible aux differentielles si et seulement si g T est compatible aux differentielles. 

a. La composition wop : BA — » A est une cochaine tordante car le relevement (1.1.2.2) 
de p : BA — > SA est l'identite de la cogebre BA (et cette derniere commute evidemment a la 
differentielle de BA). L'universalite est immediate. 

b. Idem. □ 
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Definition 2.2.1.6 On appelle ta la cochaine tordante universelle de A et tq la cochaine tordante 
universelle de C . 

Remarque 2.2.1.7 Dans [HMS74], lc foncteur 

R TA : Mod A -> Come B + A, M ^ M ® TA B + A, 

est note B A M. □ 
Notons 

Res : Mod A — > Mod Q+C 

le foncteur restriction le long de f T et 

Ind : Modft+C -> Mod A 

le foncteur induction. On sait que (Ind, Res) est une paire de foncteurs adjoints de la categorie 
Mod il+C vers la categorie Mod A. Notons 

Res op : Come C -> Come B+A 

lc foncteur corcstriction le long de g T et 

lnd op : Come B+A -> ComcC 

le foncteur co-induction. On sait que (Res op , lnd op ) est une paire de foncteurs adjoints de la categorie 
ComcC vers la categorie ComcJ3 + A 

Lemme 2.2.1.8 a. La paire de foncteurs adjoints (L T , R T ) de la categorie Mod A vers la categorie 
ComcC est la composition de la paire (Ind, Res) avec la paire (L TC ,R TC ). 

b. La paire de foncteurs adjoints (L T ,R T ) de la categorie Mod A vers la categorie ComcC est 
la composition de la paire (L TA , R TA ) avec la paire (Res op , lnd op ). □ 

Lemme 2.2.1.9 a. Soit A un objet de Alga. La cochaine tordante universelle ta est acy clique. 

b. Soit C un objet de Cogca. La cochaine tordante universelle Tc est acy clique. 

Demonstration : a. Soit M un objet de Mod A. Montrons que LRM = (M ® B+A ® A, d) est 
une resolution (dite resolution bar normalisee) de M 

bar A (M) = ► M <g) A <s>i (g> A — > ► M <g>3(g> A -> M <g> A, 

et que le morphismc $ correspondant au morphisme barA{M) — ► M est un quasi- isomorphisme. 
Comme dans le cas oil M est concentre en degre 0, (voir [CE99, IX. 6] oil cc complexe se nommc 
le complexe standard normalise) les morphismes 

hi-i = l® 1 ®p®e : M&A®*- 1 ® A M <g> ~A® i ® A, 

oil p est la projection canoniquc, defmissent une homotopic contractante du complexe 

> M ® A®* ® A -> > M ® A <g) A -» M ® A ->• M 0. 
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b. Soit M un objet de Mod f2 + C. Montrons que $ : LRM — > M est un quasi-isomorphisme nitre. 
Munissons f2C de la filtration induite par la nitration primitive de C considere comme cogebre. 
Nous avons alors une filtration de Q + C dermic par la suite 

(n+c) t = (tiC)i ffie, i>0. 

Munissons C, considere comme objet de Com C, de sa nitration primitive de C-module (nous la 
completons par Cjo] = e). Munissons M de la filtration definie par la suite Mi = M, i > 0. 
Ces filtrations induisent sur LRM = (M ®C® fi + C) une filtration de complexes. Le morphisme 
: LRM — > M devient un morphisme filtre pour ces nitrations. 11 induit un morphisme 

Gro(LRM) -» Gr M 

qui est l'identite de A/. Comme Gr^A/ = pour tout i > 1, il nous suffit de montrer que 

Gu(LRM), i > f, 

est contractile. Soit i > 1. Par construction, nous avons un isomorphisme d'objets graducs 
Gr t (LRM) = M®e® Gr.O+C* @( M ® Gr n C ® Gr 42 fi+C J . 

La differcnticlle a pour matrice 

"Op" 


ou p est le morphisme induit par T TC 

A/cg)Gr 4l C® Gr l2 r2+C — ► M ® e ® GuQ+C. 

Ce dernier est un isomorphisme car il est induit par Pisomorphisme 

Gr n C ® Gr l2 0+C — > Gr^+C 

<i+i 2 =« 

□ 

2.2.2 ComcC comme categorie de modeles 

Soit C un objet de Cogca. Dans cette section, nous allons munir ComcC d'une structure de 
categoric dc modeles. Nous commencons par rappeler la structure de categorie de modeles sur 
Mod A, oil A est un objet dc Alga et nous enongons ensuite le theoreme principal (2.2.2.2). Nous 
nc detaillcrons pas toute sa demonstration car elle est similaire a celle de (1.3.1.2). Seul les points 
qui different seront developpes. 

Rappels sur la categorie Mod A 

Soit A une algebre differentielle graduee unitairc. Dans la categorie Mod A, considerons les trois 
classes de morphismes suivantes 
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- la classe Qis des quasi-isomorphismes, 

- la classe Tib des morphismes / : M — > M' tels que /" est un epimorphisme pour tout n £ Z, 

- la classe Cof des morphismes qui ont la propriete de relevement a gauche par rapport aux 
morphismes appartcnant a Qis n Tib. 

Theoreme 2.2.2.1 (Hinich [Hin97]) La categorie Mod A munie des classes de morphismes definies 
ci-dessus est une categorie de modeles. Tous les objets sont fibrants. Les objet cofibrants sont decrits 
dans la remarque 2.2.2.10 ci-dessous. 

Le theoreme principal 

Soit A un objet de Alga et C un objet de Cogca. Soit r : C — » A une cochaine tordante 
admissible acyclique. Dans la categorie ComcC des comodules differentiels gradues co-unitaires 
cocomplets, nous considerons les trois classes de morphismes suivantes : 

- la classe £ q des equivalences faibles est formee des morphismes f : N —> N' tels que Lf : 
LN — > LN' est un quasi-isomorphismc de modules, 

- la classe Cof des cofibrations est formee des morphismes f : N —> N' qui, en tant que 
morphismes de complexes, sont des monomorphism.es, 

- la classe Tib des fibrations est formee des morphismes qui ont la propriete de relevement a 
droite par rapport aux cofibrations triviales. 

Theoreme 2.2.2.2 a. La categorie ComcC munie des trois classes de morphismes ci-dessus 
est une categorie de modeles. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de ComcC est fibrant 
si et seulement si il est un facteur direct d'un objet RM , oil M est un objet de Mod A. 

b. Munissons la categorie Mod A de la structure de categorie de modeles du theoreme 2.2.2.1. 
La paire de foncteurs adjoints (L,R) de ComcC dans Mod A est une equivalence de Quillen. 

c. La structure de categorie de modeles sur Come C ne depend pas de la cochaine tordante 
admissible acyclique r. 

En particulier, la categorie Ho Come C est equivalente a la categorie derivee T>A (voir la 
definition dans 2.2.3). Le theoreme 2.2.2.2 et le lemme 2.2.1.9 implique le corollaire suivant : 

Corollaire 2.2.2.3 La categorie ComcC admet une unique structure de categorie de modeles telle 
que pour toute cochaine tordante admissible acyclique r : C — > A, oil A est un objet de Alga, le 
couple de foncteurs adjoints (L, R) est une equivalence de Quillen. □ 

Definition 2.2.2.4 Nous appelons la structure de categorie de modeles sur ComcC du corollaire 
la structure canonique. 

Pour montrer le theoreme 2.2.2.2, nous avons besoin (comme pour la demonstration du theoreme 
1.3.1.2) d'introduire des filtrations. 

Si l'algebre A (resp. la cogebre C) est filtree, un A-module differentiel gradue filtre (resp. C- 
comodule differentiel gradue filtre) est un A-module (resp. C-comodule) dans la categorie des 
complexes filtres. Un C-comodule filtre M est admissible si sa filtration est exhaustive et si Mq = 0. 
Par definition, tous les objets de Come C, munis de leur filtration primitive sont admissibles. 
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Lemme 2.2.2.5 Si C est munie d'une filtration exhaustive de cogebres telle que Co = e, un quasi- 
isomorphisme filtre de C-comodules admissibles est une equivalence faible. 

Demonstration : Soit / : TV — > TV' un quasi-isomorphismc filtre dc C-comodulcs admissibles. 
La filtration de TV induit une filtration de A-module definie par la suite 

(LN) l = Ni® A, i>0. 

La differentielle de (LN)i, i > 0, est la somme de la differentielle du produit tensoriel TV; (g> A et 
de la contribution dc D T . Comme la filtration de TV est admissible ct que la cochainc r : C — > A 
est admissible, la contribution dc D T fait decroitre la filtration de LTV. Ainsi, la differentielle de 

GrLTV GrTV® A 

est celle du produit tensoriel GrTV (g> A et le morphisme L/ est bien un quasi- isomorphisme de 
A-modules. □ 

Lemme 2.2.2.6 a. Soit M et M' deux objets de Mod A. Le foncteur R envoie un quasi- 
isomorphisme f : M — * Af' sur une equivalence faible Rf : RAI — > i?A/' rfans ComcC. 

&. 5*orf M un o&jet c!e Mod ^4. Le morphisme d'adjonction 

$ : Li?M — > M 

es< un quasi-isomorphisme de A-modules. 

c. Soit N un objet de ComcC. Le morphisme d'adjonction 

* : TV — ► i?£TV 

est une equivalence faible de ComcC. 

Demonstration : 

b. La cochaine r est acyclique. 

a. Le morphisme Rf est une equivalence faible si et seulement si LRf est un quasi-isomorphisme. 
Par le point 6, $ est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, on a 

$ M of = LRfo® M ,. 

La saturation des quasi-isomorphismes dans Mod^4 nous domic lc rcsultat. 

c. Nous voulons montrer que 4" est une equivalence faible, e'est-a-dire que L 1 ^ : LN — » LRLN 
est un quasi-isomorphisme. Nous savons que 

$ LA r o L^ N = 1 LN 

et que $ est un quasi-isomorphisme. Le morphisme L^ est done aussi un quasi-isomorphisme. □ 

Rappelons la description de [Hin97] des cofibrations dc Mod A. Les cofibrations standard (resp. tri- 
viales) de Mod A sont definies comme dans la definition 1.3.2.5, a la difference pres que M" designe 
le complexe sous-jacent a un objet M dc Mod A et que FV designe le module diffcrcnticl graduc 
libre sur un complexe V. Nous avons alors la meme description (voir juste dessous 1.3.2.5) des 
cofibrations (resp. triviales) dc Mod A a partir des cofibrations standard (resp. trivialcs). 
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Lemme 2.2.2.7 Soit N un objet de Come C et N' un sous-objet de N tel que AN C N®e®N'®C. 
Le foncteur L envoie Vinclusion N' c — > N sur une cofibration standard. 

Demonstration : Soit E le conoyau de l'inclusion N' <^-> N . Choisissons un scindage dans la 
categorie des objets gradues 

N N' © E. 

Selon cette decomposition, la comultiplication A N est donnee par deux composantes 

A N ' :N'^N'®C ct A E = 

et la differcnticllc est donnee par la diffcrentielle de N', celle de E et un morphismc 

d' : E — > N'. 
Nous avons un isomorphisme d'objets gradues 

LN LN' © LE. 
La difTercntielle est la somme de celle de LN' © LE, du morphismc 

d! ®1:E®A^>N' ®A 
ct du morphisme d! r qui est la composition 

B^^iV'gesi 1 ^ 1 N'®A®A^ N'®A. 
Remarquons qu'il n'y a pas de contribution de Af car la cochaine r est admissible. Posons 

D' = {d! ® 1 + <)s : S^E N'®A. 
Nous verifions que LN est isomorphe a 

LN'(S~ 1 E, D'). 

□ 

Lemme 2.2.2.8 a. Le foncteur L preserve les cofibrations et les equivalences faibles. 

b. Le foncteur R preserve les fibrations et les equivalences faibles. 
Demonstration : 

a. Soit j : N' >— > N une cofibration dc Come C. Soit la filtration de N donnee par la suite 

N i = j(N') + N [i] , i>0, 

oil Niq, i > 1, est la filtration primitive de TV (completee par /Vo = 0). Remarquons que, pour tout 
i > 1, nous avons 

ANi c N t ® e © 7Vi_i <g> C. 

Nous pouvons done appliquer le lemme 2.2.2.7. II certifie que LNi — > LNi + i est une cofibration 
standard. Le morphisme Lj : LN' — > LA^ est ainsi la composition denombrable des cofibrations 
standard LiVj — » LNi + i, il est done une cofibration. Par definition des equivalences faibles dans 
Come C, le foncteur L preserve les equivalences faibles. 

b. Par le point a et l'adjonction (L,R,<j>) de ComcC dans Mod A, le foncteur R conserve les 
fibrations. Le fait qu'il conserve les equivalences faibles est le point a du lemme 2.2.2.6. □ 



Af 
Af 



N ® e © N' ® C, 
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Lemme 2.2.2.9 Soit M un objet de Mod A et N un objet de Come C. Soit une fibration p : M -» 
LN de Mod A. Le morphisme j : RM Y[rln ^ ~ * de comodules du diagramme cartesien 



RMJJ 



RLN 



RM 



N ■ 



N 



Rp 



RLN. 



est une cofibration triviale de ComcC. 

Demonstration : Soit K le noyau de p. Nous avons des isomorphismes d'objets gradues 

RM RK © RLN, RM ~[[ N RK © TV. 



RLN 



Le morphisme j s'ecrit alors 



1 * 
* 



Nous avons done un diagramme de Mod A 



LRK L [RM l\ RLN 

Ll L 3 

LRK RM — 



N 



LN ■ 



LRLN ■ 



0, 



ou les lignes sont exactes et ou la fleche verticale de droite et celle de gauche sont des quasi- 
isomorphismes. Le morphisme Lj est done un quasi-isomorphisme, et j est une equivalence faible 
de Come C . II est clairement un monomorphisme, done une cofibration de Come C. □ 



Demonstration du theoreme 2.2.2.2 



Par les lemmes ci-dessus, la demonstration du fait que les classes 8 q, Cof et Tib definissent 
une structure de categorie de modeles est la meme que celle du theoreme 1.3.1.2. 



Objets cofibrants et objets fibrants de ComcC 



Tous les objets de Come C sont cofibrants puisquc les cofibrations sont les monomorphismes. 

Montrons qu'un objet de Come C est fibrant si et seulement si il est un facteur direct d'un objet 
RM, ou M est un objet de Mod A. Nous rappelons (2.2.2.1) que tous les objets de Mod A sont 
fibrants. Par le lemme 2.2.2.8, l'image du foncteur R est done forme d'objets fibrants de ComcC. 
Ainsi, tous les objets de la forme RM et leurs facteurs directs sont fibrants. Reciproquement si N 
est fibrant, par l'axiome (CM4), le morphisme ^ : N — ► RLN (qui est une cofibration triviale) est 
scinde. L'objet N est done un facteur direct de RLN 

Remarque 2.2.2.10 La dualisation de cette demonstration montre que les objets cofibrants de 
Mod^4 sont les facteurs directs des LN, N € ComcC. 
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Le point b du theoreme 2.2.2.2 est un corollaire du lemme 2.2.2.5. II nous reste a montrer le 
point c. 

Unicite de la structure de categorie de modeles sur ComcC 

Soit A' un objet de Alga. Soit r' : A' — > C unc cochainc tordantc admissible acycliquc. Nous 
voulons montrer que la structure de categorie de modeles sur Come C (dermic au point a de 2.2.2.2) 
relative a r est la meme que celle relative a r'. 

II suffit de le montrer dans le cas ou r' est la cochainc universelle tq- Nous allons montrer 
que les classes des cofibrations et les classes des equivalences faibles relatives aux deux structures 
coincident. C'est vrai pour les cofibrations puisqu'elles sont les monomorphismes. Nous rappelons 
(2.2.1.8) que la paire de foncteurs adjoints [L Tl R T ) de Mod A vers ComcC est la composition de 
la paire (Ind, Res) avec la paire (L TC , R TC ). Comme le foncteur Res induit une equivalence entre 
les localisations de Mod A ct ModJ7 + C par rapport aux quasi-isomorphismes (voir [Kel94a, exple 
6.1]), les equivalences faibles des deux structures sur ComcC coincident par le point b du theoreme 
2.2.2.2. □ 

Quasi-isomorphismes nitres et equivalences faibles 

Nous notons Qisf la classc des morphismcs / : N — > N' tels que C admet une filtration 
exhaustive de cogebre telle que Co = e et tels que N et N' admettent des nitrations admissiblcs 
de C-comodules pour lcsquclles / est un quasi-isomorphisme filtre. Lc lemme 2.2.2.5 montre que 
nous avoirs une inclusion 

Qisf C £ q. 

On rappelle (voir appendice A) que la categorie homotopique Ho Come C est la localisation 

(ComcC) [Sq- 1 ]. 
Lemme 2.2.2.11 Le foncteur canonique 

( Come C) [Qisf- 1 ] Ho Come C 

est une equivalence. 

Demonstration : La demonstration est similaire a ccllc du point a de la proposition 1.3.5.1. 
Nous verifions que le morphismc d'adjonction 

* : A^ R Tc L Tc N 

est un morphismc quasi-isomorphisme filtre pour la filtration primitive sur N et la filtration sur 
R TC L TC N induitc par les nitrations primitives de N et C. Le morphismc R TC L Tc f est claircmcnt 
un quasi-isomorphisme filtre. La propriete de saturation des quasi-isomorphismes filtres appliquee 
a l'egalite RLf o ty N = ty N , o f nous donne le resultat. □ 
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2.2.3 Structure triangulee sur Ho Come C 
Rappel sur la structure triangulee sur Ho Mod A 

Rappelons qu'une categorie de Frobenius est une categorie exacte au sens de Quillen [Qui73] 
qui possede assez d'injectifs et assez de projectifs et dont la classe des projectifs coincide avec celle 
des injectifs. II est connu [Hel60], [Hap87], [KV87] que le quotient d'une categorie de Frobenius A 
par l'ideal des morphismes se factorisant par un projectif est une categorie triangulee [Ver77]. On 
1'appcllc la categorie stable associee a A. 

Soit A une algebre differentielle graduee unitaire. La categorie Mod A, munie de la classe £ 
formec des suites exactcs 

-► M' M M" -> 

qui sont scindees dans la categorie de modules gradues, est une categorie exacte. La classe des 
objets injectifs est formee des complexes de la forme 

IM = (M © SM, 

Elle coincide avec la classe des objets projectifs. La categorie Mod A est done une categorie de 
Frobenius. Nous notons HA la categorie stable associee a Mod A. Elle est une categorie triangulee. 
Son foncteur suspension est lc foncteur M i— > SM. Scs triangles standard proviennent des suites 
exactes de £ . Les quasi-isomorphismcs de Mod A sont exactement les morphismes / dont l'image 
/ par le foncteur canoniquc Mod A — > HA s'insere dans un triangle 

N -> M M' -> SN, 

ou est acyclique. La categorie derivee T>A est la localisation de la categorie HA par rapport 
aux quasi- isomorphismes. Les triangles standard de T>A sont l'image par le foncteur 

Q:HA — > VA 

des triangles standard de HA. La categorie derivee T>A, munie de Pendofoncteur suspension est 
triangulee pour la classe des triangles distingues, i. e. les triangles isomorphes a des triangles 
standard. Si / est un morphisme dc Mod A, on note C(f) son cone. Si 

M' -U M M" -> 

est une suite exacte (non necessairement scindee) de Mod A, lc morphisme [p, 0] : C(i) — > M" est 
un quasi-isomorphisme et la suite 

M' ^\M^ M" SM', 
ou le morphisme 5 est le morphisme de VA defini par 

M" m C(i) [ ^° ] SM', 

est un triangle distingue de VA. 



uj 




M e Mod A. 
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Structure triangulee sur Ho Come C 



Soit C un objet dc Cogca. La categoric Come C, munie de la classe J- des suites exactes courtes 
qui sont scindees dans la categorie des comodules gradues, est une categorie de Frobenius dont la 
classe des objets injectifs est formee des objets 



IN = (n ® SN, 



w 




N e ComcC. 



Nous notons HC la catcgorie stable associee. Elle est triangulee. Son foncteur suspension est 
./V i ► SN. Les suites exactes de T donnent lieu aux triangles standard. Lcs triangles distingues 
sont lcs triangles isomorphes aux triangles standard. 

Soit t : C — > A unc cochaine tordantc admissible acyclique ou A est un objet de Alga. Lcs 
foncteurs L et R forment un couple de foncteurs exacts entre les categories Come C et Mod A 
ct prcservent l'injectivite. lis induisent done un couple de foncteurs adjoints triangules entre les 
categories stables HC et TLA. La categorie derivee VC est la categorie localised (HC) [Eq' 1 ]. Elle 
est clairement isomorphe a la categorie Ho ComcC. Rappelons (thm 2.2.2.2) que les foncteurs R et 
L (definis en 2.2.1) induisent des equivalences inverses l'une de l'autre entre les categories localisees 

VA = (HA) [Qis- 1 ] ct (HC) [Eq- 1 ] = PC. 

En particulier, le systeme multiplicatif £q est compatible aux triangles de HC car il est l'image 
rcciproquc du systeme multiplicatif des isomorphismes de T>A par le foncteur triangule compose 

HC -^HA — > VA. 

II en resultc que T>C porte une structure triangulee canoniquc ct que les equivalences induites entre 
T>A ct VC sont des foncteurs triangules. 



2.2.4 Caracterisation de l'acyclicite des cochaines tordantes 

Nous rappelons que le foncteur — + : Cogc — > Cogca est une equivalence de categories (2.1.2). 
Munissons Cogca de la structure de categorie de modeles induite par celle de Cogc (voir 1.3.1.2). 

Proposition 2.2.4.1 Soit A un objet de Alga et C un objet de Cogca. Soit r : C — ► A une cochaine 
tordante admissible. Les conditions suivantes sont equivalentes. 

a. La cochaine tordante r est acyclique, i. e. si M est un objet de Mod A, le morphisme 
d'adjonction 

$ : LRM -» M 

est un quasi-isomorphisme de Mod A. 

b. Si N est un objet de ComcC, le morphisme d'adjonction 

* : N -> RLN 

est une equivalence faible de ComcC. 

c. Le morphisme d'adjonction 

LRA = A® T C ® T A^ A 
est un quasi-isomorphisme de Mod A. 
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d. Le morphisme 

i]A<S> sc ■ e — > A® T C 
est une equivalence faible de Come C. 

e. Le morphisme d'algebres f T (2.2.1.5) est un quasi- is omorphisme. 

f. Le morphisme de cogebres g T (2.2.1.5) est une equivalence de Cogca. 

Demonstration : 

a=> b. C'est une consequence du point b du theoreme 2.2.2.2. 
a => c. C'est clair. 

b => d. Nous avons l'egalite ^ e = Va ® £c ■ 

c a. La sous-categorie de DA formec des objets M tel que 

$ : LRM -> ill 

est un quasi-isomorphisme est une sous-categorie triangulee aux sommes infinies contenant A par 
hypothese. Elle coincide done (voir [Kel94a, 4.2]) avec T>A. 

d =>• e. Rappelons que re : C — > f2 + C est acyclique (2.2.1.9). Cela implique que le morphisme 

L Tc e = ft+C — ► L TC (A ® T C) = L TC R TC Res A 

et le morphisme d'adjonction 

L TC R TC Res A — > Res A 

sont des quasi-isomorphismcs. Le morphisme / r est un quasi-isomorphisme car il est cgal a la 
composee 

O+C — > L TC R TC Res A — > Res A. 
e<s/. C'est le point b du theoreme 1.3.1.2. 

e a. Commc la cochainc rc est acyclique, le morphisme d'adjonction 

L TC R TC M = M® T C ® TC n+C -> M 
est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, il est egal a la composee 

M® T C ® TC tt + C ^ M ® T C ® T A^ M. 

II nous suffit done de montrcr que le morphisme 4>m induit par le morphisme f T est un quasi- 
isomorphisme. Munissons lc comodulc M ® T C de sa filtration primitive. Nous avons alors 

Gr(M ® T C) = M <g> GrC 

et des filtrations induites sur M <E) T C <E) T A et M ® T C <g> T fl + C qui verifient 

Gr(M ® T C ® T A) = M ® GrC ® A et Gr(M ® T C ® rc ft+C) = M <g> GrC ® VL+C. 

Pour ccs filtrations. lc morphisme 4>m est un morphisme filtre et il induit des quasi- isomorphismes 
dans les objets gradues car f T est un quasi-isomorphisme. II est done un quasi-isomorphisme. □ 
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2.3 Polydules 
2.3.1 Definitions 

Definition 2.3.1.1 Soit A une A n -algebre. Un A n -module sur A dans la categorie QrC est un 
objet gradue M dans QrC muni d'une famillc dc morphismcs graducs 

mf : M ® A® 1 - 1 — ► M, l<i< n, 

dc degre 2 — i, telle qu'une equation (*' m ) de la mcme forme que l'equation (* m ) de la definition 
1.2.1.1 est verifiee pour tout 1 < m < n. Dans l'equation (*' m ), pour j > 0, les termes 

de l'equation (* m ) doivent etre interpretes commc 

mf ®m k ® l® 1 ) : M ® A® 771 - 1 -> M, 

et, pour j = 0, comme 

Definition 2.3.1.2 Soit A une Aoo-algebre. Un A-polydule dans QrQ! (dans la litterature, cette 
structure est communement appelee un Aoo -module sur A) est un objet gradue M muni d'une 
famillc dc morphismcs graducs 

mf : M ® A®*' 1 -»• M, 1 < i, 
de degre 2 — i, telle que l'equation (*' m ) est verifiee pour tout 1 < m. 

Definition 2.3.1.3 La suspension SM d'un A-polydule est le A-polydule dont l'objet gradue 
sous-jacent est la suspension SM et dont les multiplications sont definies par 

mf M = (-1)*8 o mf o ( w ® l® 1 " 1 ), i > l. 

La section 2.3.3 nous ccrtificra que ceci definit bicn un A-polydulc. 

Definition 2.3.1.4 Soit A une A n -algebre, et M et JV deux A n -modules sur A. Un A n -morphisme 
de A n -modules f : M N est une famille de morphismes gradues de C 

fi : M® A® 1 ' 1 -> N, l<i<n, 
de degre 1 — i, verifiant, pour tout 1 < m < n, l'cgalitc 

(**'J ^(-l) jfc+i / t (l® J ® rn k ® I® 1 ) = Y,m s+1 (j r ® l 8s ) 

dans Homg r c'(Af <8> A®" i_1 , TV), oil j + k + I = m, i = j + k + 1 ct r + s = m. Un A n -morphismc 
/ est strict si fi = pour tout i > 2. Soit M, N et T trois A n -modules sur A. Soit g : M — ► JV et 
/ : JV — > T deux A n -morphismcs de A n -modules. La composition f o g : M — > T est definie par la 
suite 

(/°9)i= 51 A+iGfc® 1 ® 1 ). i<*<^- 
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Definition 2.3.1.5 Soit A une Aoo-algebre et M et N deux ^4-polydules Un Aqo -morphisme f : 
M — > N est une famille de morphismes gradues 

fi-.M® A®*' 1 -+N, l<i, 

de degre 1 — i, telle que l'equation (**' m ) est verifiee pour tout 1 < m. La composition des Aqo- 
morphismcs est dcfinic par lcs mcmcs formules que celle de la composition d'A n -morphismcs. Un 
Aoo-morphismc / est strict si /j = pour tout i > 2. 

II resultera de la section 2.3.3 que nous obtenons bien ainsi une catcgorie. Nous la notons 
Nodoo A. La lettre N remplace la lettrc M dc Mod et se rapportc au Non dans "Aoo-modulc Non 
unitaires". Notons Nod^ rlct A la sous-categorie de IModoo A dont les objets sont les ^4-polydules et 
dont les morphismes sont les A m -morphismes stricts. 

Remarque 2.3.1.6 Soit A une Aoo-algebre. De maniere analogue a la remarque 1.2.1.3, si M est 
un A-polydulc, 

- (M, mi) est un complexe; 

- le morphisme mf* : M ® A — > M dcfinit une action a homotopic pros de l'algebre fortement 
homotopiquement associative (1.2.1.3) A sur M. Lc dcfaut de compatibilite dc la multiplic- 
ation rri2 et de Taction m^ 1 est egal au bord de m^ 1 dans 

(Hom er o(M ®A® 2 ,M),6), 

ou 8 est dcfini a l'aide de m\ [ et mf. 

- Si / : M — ► N est un Aoo-morphisme de A-polydulcs. lc morphisme f± est un morphisme de 
complexes (M^mf 1 ) — > (N,m^). 

Remarque 2.3.1.7 Soit A une Aoo-algebre. Les morphismes mf, i > 1, definissent une structure 
dc A-polydulc sur l'objet sous-jacent a A. 

Remarque 2.3.1.8 Soit A un objet de Alg et (M, d M , A M ) un A-modulc differentiel graduc. Lcs 
morphismes 

mf = d M , mf = A M , mf = pour i>3 

definissent sur l'objet sous-jacent a M une structure de A-polydulc. La catcgorie des A-modulcs 
diffcrcnticls gradues est une sous-categorie non pleine de la catcgorie des A-polydules. 

Definition 2.3.1.9 Soit A une Aoo-algebre et M et N deux A-polydulcs. Un Aoo-morphismc 
de A-polydules / : M — ► N est un A^-quasi-isomorphisme si f± est un quasi-isomorphisme de 
complexes. 

Definition 2.3.1.10 Soit A une Aoo-algebre et M et N deux A-polydules. Soit f et g deux Aoo- 
morphismcs M — > N. Une homotopic cntrc f et g est une famille de morphismes 

hi : M® A® 1 ' 1 -» A, l<i, 

de degre — i vcrifiant, pour tout 1 < m, l'equation 

(**0 fm-9m = E(-l) S "M + s (/lr®l® S ) 

+ E(-l) J ' fc+i ftf <S> m fe <g> 1®') 

dans HomerC'fM^i®™" 1 , N), oil r + s = m et j + k + l = m. Deux Aoo-morphismes d'Aoo-algebres 
f et g sont homotopes s'il existe une homotopie entre / ct g. 
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2.3.2 Unites strictes, augmentations et reductions 

Dans cc chapitre, nous etudierons les polydules strictement unitaires sur des Aoo-algebres aug- 
mente.es. Nous definirons done ici un type d'unitarite pour les Aoo-structures : V unitarite stride. 
Cette structure nous permettra de generaliser certaines proprietes des modules unitaires aux poly- 
dules. La pertinence de cette notion d'unitarite relativement a l'homotopie des Aoo-structures fera 
l'objet du chapitre 3. 

Definition 2.3.2.1 Unc Aoo-algebre A est strictement unitaire si elle est munic d'un morphisme 
graduc r\ : e — » A de degre tel que mj(l . . . 1 (8> r) ® 1 • • ■ 1) = pour tout i ^ 2 ct 

7712(1,4 ®> v) = m i{r\ ® 1a) = 1a- 

Le morphisme 77 s'appelle V unite (stricte) de A. Si A et A' sont deux Aoo-algebres strictement 
unitaires, un Aoo-morphisme / : A — > A' est strictement unitaire si f\r\ A = r\ A et . . . 1 ® 77 ® 
l . . . I) = pour tout i > 2. 

Par la remarque 1.2. 1.5, une algebre differentielle graduee unitaire est une Aoo-algebre stricte- 
ment unitaire. En particulier, l'algebre e est une Aoo-algebre strictement unitaire. 

Definition 2.3.2.2 Une Aoo-algebre A est augmentee si elle est strictement unitaire et munie d'un 
Aoo-morphisme strict d' Aoo-algebres strictement unitaires e : A — > e. Le morphisme £ s'appelle 
V augmentation de A. 

Aoo-algebre reduite A est le noyau de e. Soit A une Aoo-algebre. L' Aoo-algebre augmentee A + 
a pour objet sous-jacent A © e, ses multiplications m^, z > 1, sont tellcs que l'injection canonique 
e — ► A©e est l'unite stricte et telles qu'elles coincident avec mf, i > 1, sur A. Son augmentation est 
la projection canonique A © e — > e. Nous notons Algaoo la categorie des Aoo-algebres augmcntccs. 
Le foncteur augmentation Algoo — > Alga^ est une equivalence dont le quasi-inverse est le foncteur 
reduction. 

Definition 2.3.2.3 Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. Un A-polydule M est strictement 
unitaire si mf 1 (1m <8>l...l<g)77<g>l...l) = pour tout i > 3 ct 

mf (1m® ??) = 1m- 

Un morphisme strictement unitaire de A-polydules strictement unitaires est un Aoo-morphisme / 
de A-polydules tel que 

fi(l M ® 1 - - - 1 ® 77 (8) 1 . . . 1) = 0, j > 2. 

Si / et 5 sont deux morphismes strictement unitaires, une homotopie h entre f et g est strictement 
unitaire si 

7ii(lAf ® 1 • • • 1 ® »7 ® l.-.l) =0, i > 2. 

Si /i est une homotopie strictement unitaire entre deux morphismes strictement unitaires / et g, 
on dit que / et g sont homotopes (relativement a h) et on note / ~ g. Nous notons Modoo A la 
categorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes sont les morphismes stricte- 
ment unitaires et Mod^" 11 A la categorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes 
sont les Aoo-morphismes stricts et strictement unitaires. 

Si A est une Aoo-algebre et M un A-polydule, M + est V A + -polydule (strictement unitaire) qui 
a pour objet sous-jacent M et dont la multiplication mf I+ , i > 1, est telle que, restreinte a A, elle 
coincide avec mf 1 , i > 1 (en particulier le mi ne change pas). Ceci definit un isomorphisme 

+ : Nodoo A Modoo A + 
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compatible a l'homotopie. Le quasi-inverse est donne par le foncteur qui envoie M sur le A-polydule 
M dont l'objet sous-jacent est M et dont la multiplication mf 1 , i > 2, est la restriction de mf , 
% > 2, a M® A® 1 - 1 . 

2.3.3 Construction bar 

Les demonstrations de cette section etant presque identiques a celles de la section 1.2.2, nous 
nous contentons d'enoncer les resultats. 

Construction bar des polydules 

Soit A et M deux objets gradues. Pour chaque i > 1, nous definissons une bijection 

Hom ar . C '(M® A® l ~\M) -» Hom grC > (SM ® (SA)® 1 ' 1 , SM) 
mf 1 .-> bf 

par la relation 

lu o bf 1 = -mf o tu® 1 (oil uj = s- 1 ). 

Soit A une Aoo-algcbre. Nous rappclons (2.1.2.1) qu'une diffcrcnticlle b M sur le (_BA) + -comodule 
(co-unitaire) gradue SM <8> (i?A) + est determinee par la composition 

(1 ® 7/ BA ) + ) o 6 M : SM <g> -> SM 

dont nous notons les composantes bf 1 , i > 1. Les bijections mf <-> &f induisent une bijection de 
Pcnscmblc des structures dc A-polydulc sur M sur l'cnscmble des different iciles b M sur le (BA) + - 
comodule gradue SM £g> (BA) + . 

Soit j4, M et N trois objets gradues. Pour chaque i > 1, nous definissons une bijection 

Homg r c(M ® A® i_1 ,M) -> Hom er . C ' (SM ® (SA)® 4 -\ SM) 
/< -> F< 

par les relations 

LJoFi = (-1)I F 'I/ 4 W ^, i>l, 

ou est un morphismc gradue de degre |-Fi|. Soit A une Aoo-algcbre. On rappelle (2.1.2.1) qu'un 
morphismc gradue de (£M) + -comodules (co-unitaires) 

F : SM ® (BA)+ -> SN ® (BA)+ 

est determine par la composition 

(1 ® 77 (Bj4)+ ) oF : SM® (BA)+ -» SM 

dont nous notons les composantes _Fi, i > 1. Les bijections /j <-> induisent une bijection du 
produit des ensembles de morphismes gradues 

fi : M ® A® 1 " 1 -> N, i>\, 

de degre 1 — i + n, sur l'ensemble des morphismes gradues de (i?^4) + -comodulcs F : SM ® (BA) + — > 
SiV (g> (£?A) + dc degre n. Si M et N sont des A-polydules, cette bijection envoie bijectivement 
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l'ensemble des families definissant un Aoo-morphisme / : M —* N sur l'ensemble des morphismes 
diffcrentiels gradues de (-BA) + -comodules 

F-.SM® (BA) + -^SN® (BA)+. 

Si / et g sont deux Aoo-morphismes de A-polydules, la meme bijection envoie bijectivement l'en- 
semble des homotopies entre f et g sur l'ensemble des homotopies entre les morphismes de {BA) + - 
comodules F et G correspondant a / et g. 
Ceci nous donne un foncteur 

Nodoo A -> Comc(BA)+ M i-> (SM ® (BA) + , b M ). 

Construction bar des polydules strictement unitaires sur une Aoo-algebre augmentee 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Nous notons B + A la cogebre co-augmentee (BA) + , ou A est 
l'Aoo-algebre reduite associee a A. Attention a nc pas confondrc les cogebrcs co-augmentees B + A 
et (BA)+. 

Par la section 2.3.2, le foncteur N \— > N est un isomorphismc de categories 

Modoo A -^-> Nodoo A. 

Le foncteur compose 

B A : Modoo A Nodoo ~A -» Come B+A 

est appele le foncteur construction bar. Nous le noterons souvent B. La suspension SM d'un po- 
lydule est envoyee par le construction bar sur BSN = (S 2 N eg) B + A, b SN ). Nous verifions que ce 
dernier est isomorphe a SBN. Le foncteur construction bar envoie des Aoo-morphismes homotopes 
sur des morphismes homotopes de comodules et il induit une equivalence entre la categoric Modoo A 
et la sous-categoric prcol B + A de Come B + A formee des objets presque colibres. 



2.3.4 Algebre Enveloppante 

Dans cette section, nous definissons l'algebre enveloppante UA d'une Aoo-algebre augmentee A 
puis montrons que la categorie Mod UA est isomorphe a la categoric Modo^ rict A. 

Soit V un espace gradue (resp. differentiel gradue). L'algebre tensorielle (augmentee) TV est 
l'augmcntation (TV) + de l'algebre tensorielle reduite. Soit i : V — > TV l'injection canonique. 

Lemme 2.3.4.1 Soit M un objet gradue. L 'application fj, >— > \i (1 ® i) est une bijection de 
l'ensemble des structures de TV-module unitaire sur M sur l'ensemble des morphismes gradues 

M®V -^M 

de degre 0. L 'application inverse associe a g la multiplication 

fi: M®TV -> M 

dont la composante M (g) e — ► M est I'identite et la composante M ® V® 1 — > M est le morphisme 
go(g(g,l)o---o(g(g>l® i - 1 ). 
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Definition 2.3.4.2 Soit A une Aoo-algebre augmcntee. L'algebre enveloppante de A est l'algebre 
differentielle graduee UA = O+B+A, c'est-a-dire l'algebre (Q,BA) + . 

Lemme 2.3.4.3 LA^ -morphisme A — > UA donne par le morphisme d'adjonction 

B+A -> B+UA = B+Q+B+A 

est un A^-quasi-isomorphisme. II est universel parmi les A^ -morphismes de A vers une algebre 
differentielle graduee. □ 

Demonstration : C'est un A^-quasi-isomorphisme par le lemme 1.3.3.6. L'universalite est 
immediate grace a l'adjonction (f2, B). □ 



Lemme 2.3.4.4 Nous avons un isomorphisme de categories 

i : Mod UA -> Mod s ^ rict A, M -> 5 _1 M. 



Demonstration : Soit M un objet gradue. Nous allons montrer que les structures de UA- 
modulc unitaire sur SM sont les structures de A-polydule strictement unitaire sur M. Soit mf 1 
une differentielle sur M ct soit 

mf : M ® A®*- 1 -> M, i>2, 

des morphismes gradues de degre 2 — i. Nous definissons a l'aide des bijections mf 1 <-> 6^ de la 
section 1.2.2, un morphisme 

g:SM® (BA) -> SM. 

Par le lemme 2.3.4.1, le morphisme 

SM ® S-^BA) ^ SM ® (BA) SM 

se releve en une structure /i' 7 de 51+B+A-module gradue unitaire sur SM. Nous verifions que 
(SM, fi u , Smi) definit un module differentiel gradue unitaire si ct sculement si les mf 1 , i > 1, 
defmissent une structure de A-polydule strictement unitaire sur M. Si SM et SN sont deux UA- 
modules, les morphismes de £M-modules SM — > SjV s'identifient clairement aux Aoo-morphismes 
stricts de A-polydules M — > 2V . □ 
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2.4 Categorie derivee d'une Aoo-algebre augmentee 

Introduction 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Le but de cette section est de montrer que la categorie derivee 

V^A = Modoo AlQis- 1 } 

est equivalente aux categories 



oii ~ est la relation d'homotopie. La categoric derivee d'une Aoo-algebre quclconquc est ctudiee 
au chapitre 4. 

Plan de la section 

Cette section est divisee en trois sous-sections. Dans la sous-section 2.4.1, nous demontrons le 
theoreme dc l'liomotopic ct eclui des Aoo-quasi-isomorphismcs pour les polydules. Pour cela, nous 
caracteriserons les objets fibrants de la categoric de modeles Come B + A : Us sont exactement les 
facteurs directs des objets presque colibres et nous montrons que les thcorcmcs ci-dessus appa- 
raissent alors comme des cas particuliers de resultats fondamentaux de l'algebre homotopique de 
Quillen (voir appendicc A). Dans la sous-section 2.4.2, nous montrons les equivalences annoncees 
dans Pintroduction ci-dessus (toujours grace a l'algebre homotopique de Quillen). Dans la section 
2.4.3, nous etudions la structure triangulee de V^A. 



Soit A un objet de Algago- Le but de cette section est de montrer la proposition suivante : 
Proposition 2.4.1.1 a. La relation d'homotopie (2.3.2.3) dans M 

odoo A est une relation d 'equi- 
valence compatible a la composition. 

b. Un A. 00 -quasi-isomorphisme de A-polydules est une equivalence d'homotopie. 

c. Soit A' un objet de Alga. Soit Modsh A' la sous- categorie pleine de Modoo^' formee des 
A' -modules dijferentiels gradues unitaires. Notons ~ la relation d'homotopie sur Modsh A' . 
L'inclusion Mod A' Modsh A' induit une equivalence 



Remarque 2.4.1.2 Le point c reste vrai meme dans le cas oil l'algebre differentielle graduee 
unitaire A 1 n'est pas augmentee (voir 4.1.3.8). 

Demonstration : La demonstration est identique a celle du corollaire 1.3.1.3. Elle precede de 
la meme maniere en utilisant (a la place du theoreme principal 1.3.1.2) le theoreme 2.2.2.2 et la 



HooA = Modoo Aj ~ et ( Mod^ rict A) [Qis' 1 } 



2.4.1 Objets fibrants de Come B + A 



VA' 



Modsh A'/ 



proposition 2.4.1.3 ci-dessous. 



□ 



Un raffinement de la caracterisation des objets fibrants du theoreme 2.2.2.2 
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Soit C un objet de Cogca. Munissons la categorie Come C de sa structure canonique de categorie 
de modeles (2.2.2.4). Soit r : C —* A' une cochaine tordante admissible acyclique, oil A' est un 
objet de Alga (il existe toujours une telle cochaine grace au lemme 2.2.1.9). Le theoreme 2.2.2.2 dit 
que les objets fibrants de Come C sont les facteurs directs d'objets de la forme R T M, ou M est un 
objet de Mod A'. En particulier, les objets fibrants sont facteurs directs d'objets presque colibres 
de Come C. Montrons que la reciproque est vrai pour certaines cogebres : 

Proposition 2.4.1.3 Soit C un objet de Cogca qui est isomorphe, en tant que cogebre graduee, a 
une cogebre tensorielle. Les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs d'objets 
presque colibres. 

En particulier, puisque la cogebre C est isomorphe a la construction bar B + A d'un objet A de 
Alga^ les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs de comodules qui sont 
l'image par la construction bar d'un A-polydule. La demonstration de ce resultat est reportee a la 
fin de cette section. Nous demontrons au prealable quelques propositions. 

Modoc A comme "categorie de modeles sans limites" 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Dans la categorie Modoc A, nous considerons les trois classes 
de morphismes suivantes : 

- la classe £q est formee des equivalences faibles, e'est-a-dire des Aoo-quasi-isomorphismes, 

- la classe Cof est formee des cofibrations, e'est-a-dire des Aqo -morphismes j : M — > M' tels 
que ji est un monomorphisme. 

- la classe Tib est formee des fibrations, e'est-a-dire des Aoo-morphismcs q : M — > M' tels que 
qi est un cpimorphisme. 

Theoreme 2.4.1.4 La categorie Modoo A, munie des trois classes definies ci-dessus, verifie Vaxiome 
(A) du theoreme 1.3.3.1 et les axiomes (CM2) - (CM5) de la definition A. 7. Tous les objets sont 
fibrants et cofibrants. 

Demonstration : Elle est identique a celle de 1.3.3.1 car basee sur les lemmes d'obstruction 
(voir appendice B.2). □ 

Liens entre la "categorie de modeles sans limites" Modoo A et la categorie de modeles 

ComcB+Tl 

Proposition 2.4.1.5 Soit M et M' deux objets de Modoo A. 

a. Un Aoo-morphisme f : M — » M' est un K^-quasi-isomorphisme de Modoo A si et seulement 
si le morphisme Bf : BM —> BM' est une equivalence faible de Come B + A. 

b. Un Aoa-morphisme j : M — > M' est une cofibration de Modoo A si et seulement si Bj : 
BM — > BM' est une cofibration de Come 5+4. 

c. Un Aac-morphisme q : M — ► M' est une fibration de Modoo A si et seulement si Bq : BM — * 
BM' est une fibration de Comc.B+4. 
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Demonstration : Soit UA l'algebre envcloppantc de A. Rappelons (2.2.1.5) que la cochainc 
tordante universelle 

t : B+A -> Q+B+A = UA 
est acy clique. Par le corollaire 2.2.2.3, nous avons une equivalence dc Quillen 

(L, R) : Come B + A -» Mod UA. 

a. Si / est un Aoo-quasi-isomorphisme, le morphisme Bf est un quasi-isomorphisme nitre pour les 
nitrations primitives. Par le lemme 2.2.2.5, il est une equivalence faible de Come B + A. Supposons 
que Bf est une equivalence faible de Come B+A. Soit le diagramme de Come -B+A 

BM RLBM 

Bf RLBf 

BM' *- RLBM'. 

Commc R = Bi, ce diagramme est l'image par B d'un diagramme 

M >- iLBM 



f 



iLBf 



M' >- iLBM'. 

Comme Bf est une equivalence faible de Come B+A, le morphisme LBf est un quasi-isomorphisme 
de Mod UA. Le morphisme (strict) iLBf est done un Aoo-quasi-isomorphisme dans Modoo A. Le 
lemme 2.4.1.6 ci-dessous montre que les fleches horizontales du diagramme ci-dessus representcnt 
des Aoo-quasi-isomorphismes. Par la propriete de saturation des A^-quasi-isomorphismes dans 
Modoo A, / est done un Aoo-quasi-isomorphisme. 

b ct c. Meme demonstration que pour la proposition 1.3.3.5. □ 

Lemme 2.4.1.6 Soit M un objet de Modoo A. Le morphisme d'adjonction BM — > RLBM induit 
un quasi-isomorphisme dans les primitifs. 

Demonstration : II s'agit de montrer que le morphisme 

SM -> SM <g> B+A <g> UA 

est un quasi-isomorphisme. Notons C la cogebre B + A. Nous rappelons que par definition f2 + C = 
Q.C. II faut montrer que 

SM -> SM ® C ® tt + C 

est un quasi-isomorphisme. Munissons Q + C de la filtration induite par la filtration primitive de C 
considere comme cogebre. Nous avons alors une filtration dc tt + C definic par la suite 

(fi+c) . = (nc)i e, t>0. 

Munissons C, considere comme objet de Com C, de sa filtration primitive de C-module (on la 
complete par C[ ] = e). Munissons M de la filtration definie par la suite Mi — M, i > 0. Ces 
nitrations induisent sur SM ® C <E> Q + C une filtration de complexes. Tout comme a la fin de la 
demonstration du point b du lemme 2.2.1.9, nous montrons que 

Gr (SM® C®n + C) = SM, Gr^SM ® C ® fi+C) = pour i > I. 
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□ 

Demonstration de la proposition 2.4-1-3 : Nous pouvons supposer que C est egal a B + A, pour 
A une Aoo-algebre augmentee. Soit r la cochaine tordante universelle de B + A. Nous savons que 
les objets fibrants de Come B + A sont les facteurs directs d'objets de la forme RM = M ® T B + A, 
oil M est un objet de Mod tt + B + A. lis sont done des facteurs directs des objets presque colibres. 
Rcciproqucment, si N est un objet presque colibre, il est isomorphe a 1'image par la construction 
bar d'un objet M de Modoo A. Cc dernier etant fibrant dans Modoo A, l'objet N est fibrant dans 
Come B + A par le point c de la proposition 2.4.1.5. □ 

2.4.2 Categorie derivee V^A 

Dans cette section, nous definissons la categorie derivee D^A et en donnons plusieurs descrip- 
tions. 

Le point a. de la proposition 2.4.1.1 montre que la definition suivante a un sens. 

Definition 2.4.2.1 Soit A une Aoo-algebre augmentee. Nous notons TLooA la categoric Modoo Aj ~ 
, oii r\j est la relation d'homotopie (voir 2.3.2.3). La categorie derivee V^A de Modoo A est la 
localisation par rapport aux Aoo-quasi-isomorphismes de la categorie Modoo A. 

La proposition (2.4.1.1) cntrainc le rcsultat suivant : 

Corollaire 2.4.2.2 La projection canonique 

est un isomorphisme. 

Demonstration : Les Aoo-quasi-isomorphismes etant des equivalences d'homotopie, la projec- 
tion canonique 

HooA -h. (HooA^Sq- 1 } ~ V^A 
est une equivalence. □ 
Lemme 2.4.2.3 La composition des foncteurs (voir 2.3-4-4) 

J : Mod UA Mod 5 ^ rict A ^ Modoo A 

induit un isomorphisme T>UA — > T> 00 A. 

Demonstration : Nous avons un diagramme commutatif 

Mod UA ^ Mod 5 * rict A 



R 



inc 



Come B+A -*r- — Modoo A 

et les foncteurs J, R et B induisent des equivalences entre les categories 

VUA, VC, (Mod^j rict A)[£q~ 1 } et V^A. 

□ 
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2.4.3 Structure triangulee sur V^A 
Suites exactes de Modoo A 

Le foncteur 

i : Mod UA -» Mod^ A, SM ^ M, 

idcntifie (voir 2.3.4.4) la categorie Mod UA a la sous-categorie Mod^ rlct A de Modoo A. II envoie la 
suspension d'un [/A-module sur la suspension d'un A-polydule (voir 2.3.1.3). II identifie les suites 
exactes courtes de Mod UA qui sont scindees dans la categorie des modules gradues aux suites de 
Modoo A formees d'Aoo-morphismes stricts 

(*) M' M -^U M", 

telles que 

— > M' -^-»- M -^-> M" -> 

est une suite exacte de CO! ct telles qu'il existe une retraction p de ji dans QrC telle que, pour 
tout i > 2, 

pmf = m f (p®!®*- 1 ). 

Structure triangulee sur V^A 

Nous munissons la categorie derivee X>ooA de l'unique structure triangulee (unique a equivalence 
triangulee prcs) pour laquellc l'cquivalencc 

J : VUA -> P^A 

du lemmc 2.4.2.3 est triangulee. Comme les foncteurs 

R : VUA -> PB+A ct B : V^A -> £>B+A 

sont des foncteurs triangulcs nous cn deduisons le theoreme suivant. 

Theoreme 2.4.3.1 La structure triangulee surlDooA a pour endofoncteur suspension celui defini 
en 2.3.1.3. Les triangles distingues sont exactement ceux qui sont isomorphes aux triangles prove- 
nant de suites exactes de la forme (*) de Modoo A. □ 

Cone d'un Aoo-niorphisme. 

Si / : M — > M' est un Aoo-morphismc de A-polydules, son cdneC(f) est le A-polydule M'®SM 
dont les multiplications 

mf (/) : (Af' © SM) <g> A® 1 " 1 -» M' © SM, i > 1, 
sont donnees par les morphismcs 

mf, mf M (voir 2.3.1.3) ct / 4 o (w © l® 4 " 1 ). 
La construction bar envoie C(f) sur le cone de Bf. 
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Lemme 2.4.3.2 Soit A un objet de Alga. L'inclusion 

Mod A Modoc A 

induit une equivalence triangulee 

VA -► V^A. 

Demonstration : Commc A — > UA (voir 1.3.3.6) est un quasi-isomorphisme, nous avons unc 
equivalence triangulee cntrc la categorie T> A et la categoric VUA. L'inclusion (2.3.4.4) 

i : Mod UA -> Modoo A 

induisant une equivalence triangulee de T>UA sur T>oo A, nous en deduisons lc rcsultat. □ 

2.5 Categorie derivee des bipolydules (le cas augmente) 

Introduction 

Soit A et A" deux Aoo-algebres augmentees. Dans cette section, nous definissons la categorie 
derivee V 00 (A, A") des j4-^4"-bipolydules strictement unitaires et nous en donnons plusieurs des- 
criptions. Le cas oil A et A" sont quelconques sera traite au chapitre 4. 

Notations 

Soit (C, ®, e) et (C", <X>, e) deux K-categories de Grothendieck semi-simples mono'idales et C une 
K-categorie de Grothendieck semi-simple (non necessairement mono'idale). Nous supposons que C 
est tressee (voir [ML98, Chap. XI]). Nous notons ® op le produit tensoriel de C defini par 

A ® op B = B ® A. 

Supposons que la categorie mono'idale C agit a gauche sur C et la categorie mono'idale C" agit 
a droite sur C de maniere compatible, i. e. C est munie de deux foncteurs (K-bilineaires sur les 
espaces de morphismes) 

C x C" C, CxC -t C, 

[M',A") ^ M'®A" (A, M') ^ A®M' 

associates et unitaires a des isomorphismes donnes pres (voir [ML98, Chap. XI]) et tels que 

(A ® M') ® A" = A ® (M' ® A"). 

Nous supposons en outre qu'on a une K-categorie de Grothendieck semi-simple mono'idale C ® C" , 
munie d'un foncteur monoi'dal 

(C, ® op ) x (C", ®) -> C ® C", (A, A") ^A® A", 

Hom c (A,B) x Hom C "(A",B") -> Hom C0C "((^ ® A"), (B ® B")), 
bilincaire sur les espaces de morphismes, d'une action sur C et d'un isomorphisms 

M ® (A® A") = A®M® A". 

L'exemple suivant apparait naturcllcment dans l'ctudc des Aoo-catcgorics (5.1.1). 
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Exemple 2.5.0.1 Soit A ct 1 deux ensembles consideres comme des categories discretes. Nous 
notons C(A, B) la categorie des foncteurs 

B op xA-> VectK. 

Posons 

C = C(A,A), C' = C(A,B) ct C" = C(B,B). 

Les produits tensoriels au-dessus de A et de B definissent les structures de categories mono'idales 
(tressees) sur C et C" et les actions de C et C" sur C. La categoric C ® C" est la categorie 
C(A x B, A x B) des foncteurs 

(A x M) op x (A x B) -» VectK. 

Le foncteur 

C(A, A) x C(B,B) -> C(A x B, A x B) 

envoie (L, M) sur le foncteur 

(A, B, A', B') i ► L(A, A') ® K M{B,B'). 

2.5.1 Definitions des bipolydules 

Soit A et A" deux Aoo-algebres de C et C". 

Definition 2.5.1.1 Un A„-A„/ -bimodule sur A et A" est un objet de QrC muni d'une famille de 
morphismcs gradues dans QrC 

m itj :A® % ®M® A"® j — > M, 0<i<n, < j < ri, 

de degre 1 — telles qu'une equation (*" t ) de la meme forme que l'equation r+l+t > 1, 

de la definition 1.2.1.1 est verifiee pour tous < r < n ct < t < ri . Si M et M' sont deux A„- 
A„/ -bimodule sur A et A", un morphisme 

f : M —> M' 

est une famille de morphismcs gradues dans QrC 

fij : A® 4 ® M ® A"® j — ► M', 0<i<n, 0<j< ri, 

de degre —i — j, vcrifiant les cgalitcs (**")r,t, < r < n ct < t < n', dcs morphismcs 

A® r ® M <g> A" 0t -> M', < r < n, < t < ri, 

E(-l) a (- H 'm a , (l® a (8) / fe , ® I®?) = 

£(-l)J+*(l m «l)/. j .(l®* ® m. ® 

ou |m. est le degre de m» ; il faut interpreter convcnablement les m. par des m^, m^ 1 ou m,,, 
scion leur place. La composition g o j Ac deux morphismcs / ct g est dermic par la suite 

(.9 ° f)n = J2(- 1 ^ i ~ i ' j) 9iA^ a ® /w ® 1®"), n > I- 



92 



Chapitre 2 : Thcorie de l'homotopie des polydules 



Definition 2.5.1.2 Un A- A"- bipolydule dans C (appele communement A x -bimodule sur A et A" 
dans la litterature) est un objet de QrC muni d'une famille de morphismes gradues dans QrC 



M <g> A' mi — ► M, i,j>0, 



de degre 1 — i — j, telles que l'equation (*".„<), n, n' > est vcrifice. Si M et M' sont deux 
A-A"-polydules, un morphisme 

f :M -> M' 

est une famille de morphismes gradues dans QrC tels que l'egalite (**")„.„/, n + 1 + n' > 1, est 
vcrifice. La composition go f de deux Aoo-morphismes / ct g est definic par les memos formulcs que 
dans le cas des morphismes de A n -A„/-bimodulcs sur A et A" . Nous obtcnons ainsi une categorie 
Nod oc (A, A"). La lcttre N de Nodoo rcmplace la lettre M dans Modoo ct sc rapportc au N dans 
"Aoo-bimodules Non (necessairement) unitaires" . 

Nous supposons desormais que A et A" sont augmentees. 

Definition 2.5.1.3 Un A-A"-bipolydule est strictement unitaire si pour tous i, j > 0, on a 

m 4j -(l® a ® ) ?®l®' 3 ) = ) a?i, (i,i)g{(0,l),(l,0)} 

ct 

mi,o ° {v ® 1) = mo,i o (1 (gi 77) = 1. 

Nous notons Modoo (-4, A") la categorie des A-A"-bipolydules strictement unitaires. Elle est iso- 
morphe a la categorie des A-A"-bipolydules, oil A et A" sont les reductions de A et A". 

Construction bar 

Nous definissons des bijections 

Hom{(SA)® l ®SM®(SA r7 )®i,SM) -^-> Horn (4®* ® M ® A 77 ^', M), 



m 



Hom((5A)® l ®S'M® (5A")® J ',5M) -^-> Hom(A® i M <g> M ), 

fi,j Fij 

par les relations 

u o b itj = -rriij o uo® l+l+ i ct loo F id = (-l) 1 ^ 1 /^ ° tu® l+1+j . 

Ces bijections definissent le foncteur construction bar, pleinement fidele, 

B : Modoo(A, A") — > Comc(S + A, B + A"), 

ou Comc(i3 + A, B + A") est la categoric des objets de QrC munis de structures de B + A-B + A"- 
bicomodule co-unitaire differentiel gradue cocomplet. Son image est formce des objets qui sont 
presque colibres. 



2.5 : Categorie derivee dcs bipolydulcs (lc cas augmcntc) 



m 



2.5.2 Categorie derivee des Aoo-bimodules 

Soit A et A" deux Aoo-algcbres augmcntecs dans C ct C". Dans cette section, nous dcfinissons 
la categorie derivee des A-A"-bipolydules strictement unitaires, puis nous en donnons plusieurs 
descriptions. 

Structure de categorie de modeles sur Comc(B + A, B + A") 

Notons (B + A) op la cogebre opposec de B + A dermic a l'aide du tressage de C. L'objet {B+A) op ® 
B + A" de C ® C" est une cogebre diffcrcnticllc graduee cocomplete. Notons qu'elle n'est pas coten- 
sorielle en general. La categorie Comc((B + A) op <g> B + A") est munie de sa structure canonique de 
categorie de modeles (2.2.2.4). La categorie Comc(B+A, B + A") devient une categorie de modeles 
grace a risomorphismc de categories 

Comc(S+A, B+A") -> Comc((Bt4) op ® B+A"). 

Nous allons maintenant montrer que les objets fibrants de Comc(B + A, B+A") sont exactement les 
facteurs directs d'objets presque colibres. 

Une cochaine tordante acyclique 

Notons (UA) op l'algebre opposee de UA definie a l'aide du tressage de C. L'objet (UA) op <g> UA" 
de C (g) C" est une algebre differentielle graduee. Munissons la categorie Mod((K4) op <g> UA") de 
la structure de categorie de modeles du theoreme 2.2.2.1. Soit Mod(K4, UA") la categorie des 
bimodules differentiels gradues unitaires. La categorie Mod(K4, UA") devient une categorie de 
modeles grace a Tisomorphisme de categories 

Mod([M, UA") -> Mod((UA) op ® UA"). 

Nous allons construire une cochaine tordante admissible acyclique 

r : {B+A) op ® B+A" -» (UA) op ® UA" . 

II s'ensuivra (2.2.2.3) que le couple de foncteurs adjoints associe a r (voir 2.2.1) 

(L, R) : Come ((B+A) op ® B+A") -> Mod ((UA) op ® K4") 

est une equivalence de Quillen . 

La cochaine tordante univcrsclle (2.2.1.5) 

t b+a : B+A -» fi+B+A = JZ4 

induit une cochaine tordante 

r' B+A : (B+AT P ^ (UA) op . 

Nous verifions que 

T = t b+a ^rjori + rjori® t b+a „ : (B+A) op ® S+^l" ([M) 0?) ® K4", 
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ou les symboles r\ designent les (co)unites de B+A, B + A" , UA et UA" , est une cochaine tordantc 
admissible. Par le critere d'acyclicite des cochaines tordantes (2.2.4.1), l'objet de C <g> C" 

{[B+A)°p ® B+A"^j ® T ((UA) P ® UA"^j = 

( (B+A)°p (g> T > (UA)°p (8 (B+A")°p ® r . „ UA") 

\ B+A B~rA J 

est quasi-isomorphe aec® ec = ec®c- La cochaine tordante t est done acyclique. 

Objets fibrants de Come ((B+A) op ® B+A") 

Comme dans le cas des polydules sur une Aoo-algebrc augmcntee (voir 2.4.1.4), nous montrons 
grace a la theoric de l'obstruction (B.3) que la categorie des v4-A"-bipolydules est munie d'unc 
structure de "categoric dc modclcs sans limites" : les equivalences faiblcs, les cofibrations et les 
fibrations sont definics dc la meme maniere que dans le cas des A-polydulcs (2.4.1.4). Par le meme 
raisonnement que celui de la preuve de la proposition 2.4.1.3, nous montrons que les objets fibrants 
de la categorie de modeles Comc(B + A, B+A") sont exactement les facteurs directs des comodules 
presque colibres. 

La categorie derivee 

La construction bar 

B : Modoo(A, A") -> Comc(B+A, B+A") 

est un foncteur pleinement fidele. La cloture par retracts de son image est la sous-categorie des 
objets fibrants et cofibrants. La proposition A. 13 ct la compatibilitc dc la construction bar a 
l'homotopie et aux equivalences faiblcs montrc que la definition suivantc a un sens. 

Definition 2.5.2.1 La categorie Hoo (A, A") est la categorie Mod 00 (A, A")/ ~, ou ~ est la rela- 
tion d'homotopic. La categorie derivee V^^A, A") est la localisation par rapport aux Aoo-quasi- 
isomorphismes dc la categoric Mod 00 (A, A"). 

Par la proposition A. 13, nous avons un isomorphismc 

H 00 (A t A")^T> 00 (A t A"). 

Nous avons un foncteur pleinement fidclc 

I : Mod(£M, UA") -> Mod s ^ rict (A, A"), M -> S^M, 

oil Mod^, nct (A, A") est la categorie des ^-^''-polydulcs strictcmcnt unitaircs dont les morphismcs 
sont les Aoo-morphismes stricts. L'image de ce foncteur est formcc des A-A"-bipolydules M dont 
les morphismes 

m itj :A 8, »Mg A"® 3 -> M, i, j > 0, 

sont nuls si les deux entiers i ct j sont differcnts de 0. Rappclons que le foncteur analogue dans le 
cas des polydules est un isomorphisme (2.3.4.4). 

Lemme 2.5.2.2 La composition des foncteurs 

J : Mod{UA,UA") Mod* rict (A, A") <-> Mod^A, A") 
induit une equivalence T>(UA, UA") — > "D^A, A"). 
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Demonstration : Nous avons un diagramme commutatif 

Mod([M, UA") Mod s £' ct {A,A") 

R 

Qomz(B+A, B+A") ModJ(A, A") 

ou R et B induiscnt dcs equivalences dans les categories dcrivees. Cela montre que le foncteur 
induit par J est plcincmcnt fidele. Montrons qu'il est cssentiellement surjectif. Soit M un A-A"- 
bipolydulc. Lc morphisme d'adjonction 

BM -> RLBM = B+A ®r B+A UA ®r B+A BM ®r B+A „ UA" ®r B+A „ B+A" 

est une equivalence faible. Le bicomodule RLBM est la construction bar du A-A"-polydulc 

M> = S- 1 (UA ® Tb+a BM ® Tb+a „ UA") . 

Nous avons alors un Aoo-quasi-isomorphisme de A-A"-bipolydules 

M -> M' 



ct, comme M' est dans l'image de J, nous avons le resultat. 



□ 
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Chapitre 3 

Unites a homotopie pres et unites 
strictes 

Introduction 

Les Aoo-espaces de [Sta63a] sont munis d'unites strictes. Dans le cadre algebrique, la notion corres- 
pondante a ete definie en (2.3.2.1). Lorsque A est une Aoo-algebre strictement unitaire, certaines 
proprietes des algebres associatives unitaires pourront etre generalised a A. Par exemple, nous 
montrerons l'analoguc de Pisomorphismc 

M (g> B B -> M, 

lorsque B est une algebre associative unitaire et M un S-module unitaire (voir la generalisation 
en 4.1.1.6 dans le chapitre 4). Cependant, les Aoo-algebres (en fait Aoo-categories) apparaissant 
en geometrie [Fuk93] ne sont pas strictement unitaires mais homologiquement unitaires, i. e. H* A 
munie de la multiplication induite par m-i est une algebre graduee unitaire. Le but de ce chapitre 
est de montrer que d'un point de vue homotopique, il n'y a pas de difference entre les unites 
strictes et les unites homologiques. Plus precisement, nous montrerons que la sous-categorie des 
Kao-algebres homologiquement unitaires dont les morphismes sont les Aaa-morphismes homologi- 
quement unitaires et la sous-categorie des Aoo-algebres strictement unitaires dont les morphismes 
sont les Aqo -morphismes strictement unitaires deviennent equivalentes apres passage a Vhomotopie 
(3.2.4.4). 

Plan du chapitre 

Ce chapitre est divise en trois sections. Dans la section 3.1, nous definissons les unites homologiques 
relatives aux Aoo-structures. Dans la section 3.2, nous montrons le resultat enonce ci-dessus. Dans 
la section 3.3, nous comparons les differents types de compatibilites aux unites des (bi)polydules. 

3.1 Definitions 

Soit C une categorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A une Aoo-algebre sur C et soit 

H : H*A <g> H* A -► H* A 
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le morphisme induit par mi. 

Definition 3.1.0.1 Un morphisme r\ A : e — > A dans QrC est unc unite homologique si m\ o r\ = 
et s'il induit une unite pour l'algebre graduee associative (H*A,[i). Si A est munie d'une unite 
homologique. nous dirons qu'cllc est homologiquement unitaire. Si A et A' sont deux Aoo-algebres 
homologiquemcnt unitaircs. un Aoo-morphismc / : A — > A' est homologiquement unitaire si /i 
induit un morphisme unitaire 

H*A H*A'. 

Remarque 3.1.0.2 L'unite e — > A d'une Aoo-algebre strictement unitaire (2.3.2.1) est claircmcnt 
une unite homologique. Un morphisme strictement unitaire d'Aoo-algebre strictement unitaire est 
homologiquemcnt unitaire. 

On trouve dans les travaux de K. Fukaya [FOOO01] et V. Lyubashcnko [Lyu02] d'autres 
relevements de la notion d'unitarite. Une Aoo-algebre munie d'une "unite homotopiquc" (dermic 
dans [FOOO01] a l'aide d'homotopies supcrieures, voir aussi [FukOlb]) donne une "Aoo-algebre 
unitale" au sens de [Lyu02]. Le relevement de la notion d'unitarite de V. Lyubashcnko [Lyu02] 
se specialise a notre notion d'unitarite homologique si on travaillc sur un corps (V. Lyubashcnko 
travaille sur un anneau commutatif quelconque). Remarquons que l'unitarite homologique n'est 
pas du type "a homotopie pres" : elle n'est pas definie a l'aide d'homotopies superieures verifiant 
des conditions de coherence. Elle est cependant une notion valide puisque (comme nous le verrons 
dans ce chapitre) la localisation de la categorie des Aoo-algebres homologiquement unitaires par 
rapport aux Aoo-quasi-isomorphismes est equivalente a la localisation de la categorie des algebres 
unitaires par rapport aux quasi-isomorphismcs. 

Definition 3.1.0.3 Si / ct /' sont deux morphismes homotopiquemcnt unitaircs A — > A', unc 
homotopie h entre / et /' est strictement unitaire si 

hi(l® j ®n® 1®') =0, i > 1 et j + 1 + I = i. 

Remarque 3.1.0.4 Si A est une Aoo-algebre homologiquement unitaire et H*A est un modele 
minimal pour A (1.4.1.4), l'unite homologique r\ A induit une unite homologique r\ H A : e — > H* A 
qui verifie en outre 

mf A (r] H * A ® 1) = mf A (l g V H ' A ) = 1. 

Soit / : A — > A 1 un morphisme homologiquement unitaire et H* A et H*A' des modeles mini- 
maux de A et A' . Nous rappelons (1.4.1.4) qu'il existe des Aoo-quasi-isomorphismes 

i : H*A —> A et i' : H* A' -» A'. 

Par le point b du corollaire 1.3.1.3, il existe un inverse a homotopie pres p' de i'. Le morphisme 
9=p' ° fi°i verifie en outre g\r\n*A = Vh*a>- 

3.2 Aoo-algebres homologiquement unitaires 

Cette section est divisee en quatre sous-sections. 

Dans la sous-section 3.2.1, nous donnons deux demonstrations du fait que toute Aoo-algebre mi- 
nimale homologiquement unitaire est isomorphe a une Aoo-algebre strictement unitaire. La premiere 
de ces demonstrations est inspiree de la theorie des deformations des algebres graduees et n'est 
valable qu'en caracteristique nulle. La seconde est basee sur la theorie de l'obstruction des Aoo- 
algebres minimales (voir l'appendice B.4). 



3.2 : Aoo-algebres homologiquement unitaires 
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Dans les sous-sections 3.2.2 et 3.2.3, nous demontrons, a l'aide de la theorie de l'obstruction, 
qu'on peut rendre strictement unitaire tout Aoo-morphismc homologiquement unitaire entre Aoo- 
algebres strictement unitaires ct toutc homotopie entre Aoo-morphismes. 

Dans la sous-section 3.2.4, nous montrons que toute Aoo-algebre strictement unitaire A admet 
un modele minimal strictement unitaire A' et des Aoo-quasi-isomorphismcs strictement unitaires 

A'^A ct A — ► A', 

Nous dcduirons de ce resultat et des sous-sections precedentes le resultat principal de ce chapitre 
(3.2.4.4) : la categorie (Alg^,)^ des Aoo-algebres homologiquement unitaires dont les morphismes 
sont les Aoo-morphismes homologiquement unitaires et sa sous-categorie non pleine (Alg^) ^ des 
Aoo-algebres strictement unitaires dont les morphismes sont les Aoo-morphismes strictement uni- 
taires deviennent equivalentes apres passage a l'homotopie. 

3.2.1 Strictification unitaire des Aoo-algebres 

Theoreme 3.2.1.1 (A. Lazarev [Laz02], P. Seidel [Sei]) Toute Aoo-algebre mini-male homo- 
logiquement unitaire est isomorphe a une Aoo-algebre minimale strictement unitaire. 

Le theoreme a ete demontre de facon independante par P. Seidel [Sei] , qui utilise la meme methode 
que nous, ainsi que par A. Lazarev [Laz02]. Notre premiere demonstration utiliscra les deformations 
et n'est valable qu'en caracteristiquc zero. Elle nous donne l'existence de l'Aoo-algcbre minimale 
strictement unitaire. La secondc demonstration est basee sur les lemmes d'obstruction de l'appcn- 
dice B.4. Ellc precise les choix possibles de l'Aoo-algebrc minimale strictement unitaire. 

Les deux demonstrations sont liees : pour un m-i donne, le complexe de Hochschild C*(A,A) 
(voir l'appendice B.4) controle l'obstruction a la construction par recurrence des mj, i > 3, d'une 
structure d' Aoo-algebre minimale sur A et il est aussi Palgebre de Lie difTerentielle graduee qui 
decrit le probleme des deformations de l'algebre (A, mz). Nous renvoyons aux articles [SS85] et 
[KSOO] concernant ce point. 

Corollaire 3.2.1.2 Toute Aoo-algebre homologiquement unitaire est homotopiquement equivalente 
a une Aoo-algebre strictement unitaire. 

Demonstration : Soit A une Aoo-algebre homologiquement unitaire et soit A' un modele mi- 
nimal de A. Nous savons que A et A' sont homotopiquement equivalents. Le resultat se deduit 
alors du theoreme 3.2.1.1 applique a A' . □ 

Remarque 3.2.1.3 Nous montrerons a la fin de ce chapitre (3.2.4.1) que toute Aoo-algebre stric- 
tement unitaire A admet un modele minimal strictement unitaire A' tel que PAoo-quasi-morphisme 

A' —f A 

est strictement unitaire. 
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Premiere demonstration du theoreme 3.2.1.1 : 

Rappel sur les deformations 

Supposons que la caracteristique de K est nulle. Soit (g, S, [_,_]) une K-algebre de Lie diffcrentielle 
graduee nilpotente, i. e. il existe un enticr N > 1 tel que 

adXiadX 2 . . . adX^ = 0, Xi,...,Xn eg. 

On note MC(g) les elements X € g de degre +1 qui sont solutions de Pequation de Maurer-Cartan 

6(X) + ±[X,X} = 0. 

Soit r le groupe nilpotent associe kg . II agit sur g 1 par transformations affines, e'est-a-dire, par 
rcxponentiation de Taction de son algebre de Lie 

g.x = 5{g) + [g, x], g 6 0°, x E g 1 . 

Cette action conserve MC(0) et on a l'ensemble 

MC(0)/~=MC( fl )/r. 

On rappelle [GM90] le resultat suivant. 

Theoreme 3.2.1.4 Si f) est une algebre de Lie differ entielle graduee nilpotente, une equivalence 
d'homotopie f : t) — ► g induit une bijection 

MC(f))/~^MC(0)/~ . 

□ 

Si 0' est une algebre de Lie pronilpotente (i. e. qui est la limite d'algebres nilpotentes 0i, « > 0) on 
defmit 

MC(fl') =UmMC( fli ) ct MC(0')/~=lim(MC(0 l )/r. 1 ). 
Lien avec les Aoo-algebres 

Soit (A, n) une K-algebre graduee associative unitaire. L'application 

(£>, D') 1 ^ [D, D'} = D o D' - (-l) pq D' o D, 

oil D et D' sont homogenes de degre p et q, munit le complexe (coder(i?A) + , S) d'une structure 
d'algebre de Lie differentielle graduee. Notons LA cette algebre de Lie. Nous avons un isomorphisme 
de complexes 

LA -> SC(A,A), 

oh C(A,A) est le complexe de Hochschild (voir l'appendice B.4). II envoie le crochet de Lie de LA 
sur le crochet de Gerstenhaber [Ger63]. Soit L- n A C LA, n > 3, la sous-algebre de Lie 

5(nHom er c(A® 4 ,yl)). 
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Les sous-algebres L- n A, n > 4, sont des ideaux de L- 3 A et nous avons 

L- 3 A = limg„, 

n>4 

oil Q n est l'algebre L- 3 A/L- n A. Comme nous avons 

[L- n A, L- n ' A] c L^ n+n '^A, n, ri > 1, 

les algebres de Lie g n sont nilpotentes et L- 3 A est pronilpotente. Le sous-complexe reduit SC(A, A) 
est une sous-algebre de Lie de LA pour le crochet de Gerstenhaber. Nous la notons LA. Rappelons 
que l'inclusion LA w LA est une equivalence d'homotopie (voir [CE99, Chap. IX]). Par le thcoreme 
3.2.1.4, nous avons une bijection 

6 : MC(L~ 3 A)/~^ MC{L^ 3 A)/~, 

oil L~ A = LA n L- 3 A. Un element b' e L- 3 A est dans MC(L- 3 ^4) si et seulement si b = b' + b 2 
(oil bi correspond a mi — fx) est une diffcrcnticlle de (BA) + . En d'autrcs tcrmes, nous avons une 
bijection cntrc MC(L- 3 A) et l'ensemble des structures d'Aoo-algebre minimalc sur A dont la multi- 
plication m 2 vaut li. Sous cette bijection, les classes d'equivalence de MC(L- 3 A) correspondent aux 
classes d'isomorphie de structures Aoo minimales tel que mi vaut \i. Remarquons qu'un clement 
b" G MC(L- 3 A) appartient a la sous-algebre L~ A si et seulement si l'Aoo-structure correspondant 
a b" est strictement unitaire sur A. Nous deduisons alors de la bijection O que toute Aoo-structure 
(dont le 7712 vaut li) homologiquement unitaire sur A est isomorphe a une Aoo-structure strictement 
unitaire. 

Deuxieme demonstration du the.ore.me 3.2.1.1 : 

La caractcristiquc de K est quelconquc. 
Lemme 3.2.1.5 Soit A une K^-algebre minimale. Soit n un entier >2et 

/„ : A® n -> A 

un morphisme gradue de degre 1 — n. II existe une Aac-algebre minimale A', Aao-isomorphe a A, 
dont I'objet gradue sous-jacent est A et dont les multiplications m' i; i > 2, sont telles que 

m'i = m l si i <n et m' n+1 = m n+1 + S Hoch (f n ). 

Demonstration : Soit le morphisme de cogebres graduees 

F : BA — > BA 

determine par la suite 

(1sa,0,...,0,F„,0...), 

oil F n est donne par la bijection F n «-» f n de la section 1.2.2. Le morphisme F est un isomorphisme. 
Posons 

b' = Fob A oF~\ 
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C'est une differentielle sur T C SA. La cogebre (T C SA, b') est done la construction bar d'une Aoo- 
algebre A' , Aoo-isomorphe a A, dont l'objet gradue sous-jacent est A. II reste a verifier les conditions 
sur les multiplications. La matrice du morphisme de cogebres graduees 

F : T^(SA) = Q)(SAf jp T^(SA) = Q)(SA)® q 

p>l q>\ 

est triangulaire superieure et sa diagonale est formee d'identites. La matrice de F _1 est done de 
la meme forme. De plus la restriction de F a 

T^SA= (SAf 
l<p<n-l 

est l'identite. II en est done de meme pour son inverse. La matrice de la differentielle b A est 
strictement triangulaire superieure puisque b A est nul. Le calcul montre alors que 

b'i = FibfiF' 1 )^ pour i < n, 

b' n+ i = f iCi( rl )i + Fib^F-X + F n b*{F~%. 
Nous deduisons lc resultat des egalites 

(F ^ = -F n et Fi = Ff 1 = 1 SA - 

□ 

Demontrons maintenant le theoreme 3.2.1.1. Nous raisonnons par recurrence sur n. Soit n > 2. 
Supposons que A est une Aoo-algebre telle que, pour tout 3 < i < n, on a 

mi(l® j ® 77® l® k ) = 0, j + k = n. 

Ceci est equivalent a demander que les mj, 3 < i < n, soient des elements du sous-complexe de 
Hochschild reduit C(A, A) (voir B.4). Montrons que nous pouvons construire une Aoo-algebre A', 
Aoo-isomorphe a A, dont l'objet gradue sous-jacent est A et dont les multiplications m[, 3 < i < 
n + 1, sont des elements de C(A, A). Par hypothese sur les rrii, 3 < i < n, le cycle de Hochschild 
r(ni3, • • ■ , m„_i) du lemme B.4.1 apparticnt a C(A, A). Comme A est une Aoo-algebre, nous savons 
par le lemme B.4.1 que 

$Hoch{m n+1 ) + r(m 3 , ■■ ■ ,m n ) = 
et que l'element r(m,3, • • • , m n ) est un cycle de Hochschild. Ainsi, l'element 

(m n+ i,sr(m 3 , ■ ■ ■ ,m n )) 

du cone C sur l'inclusion C(A, A) C(A,A) est un cycle. Comme C est acyclique, cet element 
est le bord d'un element (/„, sm! n+l ). En d'autres termes, il existe des elements 

ra: +1 eHom grC (I 8n+1 ,A) et /„ e Hom SrC (^® n , A) 

tels que 

$Hoch(.fn) + m' n+ i = m n et 6 Hoc h (m' n+1 ) + r(m 3 , • • • , m n ) = 0. 
Par lc lemme precedent applique a l'Aoo-algcbrc A et au morphisme — /„, il existe une Aoo-algebre 
A', Aoo-isomorphe a A, telle que nous avons, pour tout 3 < i < n + 1, 

m'i{l 9j ® t] ® l® fc ) = 0, j + fc = n. 

□ 
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3.2.2 Strictification unitaire des Aoo-morphismes 

Theoreme 3.2.2.1 Un morphisme dAoo-algebres minimales strictement unitaires qui est homo- 
logiquement unitaire est homotope a un morphisme strictement unitaire. 

Lemme 3.2.2.2 Soit A et A' deux A^-algebres minimales et f : A — > A' un A^-morphisme. Soit 
n un entier > 2 et 

h n : A 0n — > A 

un morphisme gradue de degre —n. II existe un Aoo-morphisme f : A — ► A' homotope a f tel que 

f'i = fi s * i <Tl et f' n+1 = f n+ i - 5Hoch{h n ). 

Demonstration : Nous allons construire un morphisme /' tel que la suite 

(0,...,0,fc n ,0,...) 

dennisse unc homotopie h entre / et /'. Nous construisons les f[ par recurrence sur i. Soit i > 1. 
Supposons qu'il existe un Ai-morphisme f':A—> A' tel que h definit une homotopie entre / et /' 
en tant que A^-morphisme. Posons 

fl+i = / l +i-E(- 1 ) s "v+i+ t (/ ll «>...«'/ 4r ®/ifc«>/j 1 «'...(8>/4) 

- E(-l) J ' fe+i Ml 0j ®m k ® 
ou s est le signe apparaissant dans 1.2.1.7. Par construction, la suite des 

(/ij • • • i /i) fi+i) 

definit un Ai + i-morphismc homotope a /. Lc morphisme /' ainsi construit vcrifie claircment les 
conditions souhaitees sur les f-, 1 < i < n + 1. □ 

Demonstration du theoreme 3.2.2.1 : 

Soit A et A' deux Aoo-algebres minimales strictement unitaires et 

f : A—> A' 

un Aoo-morphismc homologiqucmcmcnt unitaire. Nous cherchons un morphisme /' homotope a / 
tel que les morphismes f!, i > 1, vcrificnt 

fl(l® j 8) 77 <g> = 0, i > 2 et j + 1 + I = i. 

Construisons les f-, 1 < i < n, par recurrence sur n. Soit n > 1. Supposons qu'on a un morphisme 
/, tel que les morphismes 2 < i < n, verifient la condition precitee. En utilisant les memes 
arguments que pour le theoreme 3.2.1.1 dans lesquels nous remplagons le complexe C(A,A) par le 
complexe C(A,A') et le lemme d'obstruction B.4.1 par le lemme B.4.2, nous trouvons qu'il existe 
deux elements 

fn+i G Hom grC (A®" +1 ,yl') et /»„ e Hom grC (#",i') 

tels que 

5Hoch(h n ) + f' n+ i = fn Ct S H och(fn +1 ) + r(f 2 , ■■• , fn) = 0. 

Par le lemme 3.2.2.2 applique a / et h n , il existe un morphisme /' homotope a / dont les morphismes 
/i,2<i<n+l, verifient les equations 

ftil® 3 ®r)® l m ) = 0, i > 2 et j + 1 + 1 = i. 

□ 
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3.2.3 Strictification unitaire des homotopies 

Theoreme 3.2.3.1 Soit A et A' deux Aoo -algebres minimales strictement unitaires. Si f et g sont 
deux -morphismes strictement unitaires homotopes A — > A' il existe une homotopie strictement 
unitaire entre f et g. 

Lemme 3.2.3.2 Soit A et A 1 deux A m - algebres minimales. Soit f et g sont deux A^-morphismes 
homotopes A —> A' et h une homotopie de f vers g. Soit n > 2 et 

Pn : A® n -> A 1 

un morphisme gradue de degre —n — 1. II existe une homotopie h' entre f et g telle que 

= h t si 1 < i < n et h n+1 = h' n+1 + 8 Ho ch{Pn)- 

Demonstration : Nous raisonnons commc dans le lemme 3.2.2.2. Posons F = Bf, G = Bg et 
H = Bh : BA — > BA' l'homotopie entre F et G. Soit R la (F.G)-coderivation de degre —2 qui est 
doimec (1.1.2.2) par la suite 

(o,...,o, W^o,...). 

Soit H' defini par l'egalite 

H' = H — b A ' R + Rb A . 

C'est une (F,G)-coderivation qui est clairement une homotopie entre F et G. Nous verifions qu'elle 
correspond a une homotopie h' entre f et g telle que 

h'i =hi si 1 < i < n et h n+ i = h' n+1 + 5 Ho ch(Pn)- 

□ 

Demonstration du theoreme 3.2.3.1 : 

Nous cherchons une homotopie h entre f et g telle que les morphismes hi, i > 1, verificnt 

h^l® 3 ®n® I® 1 ) =0, i > 2 et j + 1 + I = i. 

Construisons les hi, 1 < i < n, par recurrence sur n. Soit n > 1. Supposons qu'on a un morphisme 
h, tel que les morphismes hi, 2 < i < n, verifient la condition precitee. En utilisant les memes 
arguments que pour le theoreme 3.2.1.1 dans lesquels nous remplagons le complexe C(A, A) par le 
complexe C(A, A') (voir B.4) et le lemme d'obstruction B.4.1 par le lemme B.4.3, nous trouvons 
qu'il existe deux elements 

h' n+1 € Ho mgrC (A® n+1 ,A') et p n €Homg rC (A® n ,A') 

tels que 

&Hoch{pn) + h n +i = h' n et S H och(h' n+1 ) + r(h 2 , ■■ ■ , h n ) = 0. 
Par le lemme 3.2.3.2, il existe une homotopie h! entre f et g telle que nous avons les equations 

h' z (l® j <g> 7] ® 1®') =0, i > 2 et j + 1 + 1 = i. 

□ 

Nous deduisons des theoremes 3.2.1.1, 3.2.2.1 et 3.2.3.1 le corollaire suivant : 
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Corollaire 3.2.3.3 Soit A et A 1 des Aao-algebres minimales strictement unitaires et f : A — > A' 
une equivalence d'homotopie strictement unitaire. II existe un inverse a homotopie pres g de f qui 
est strictement unitaire et des homotopies h et hf strictement unitaires entre 1a> et f o g, et entre 
1a et go f. □ 

3.2.4 Modele minimal d'une Aoo-algebre strictement unitaire 

Le corollaire (3.2.1.2) montre que toute Aoo-algebre homologiquement unitaire A admet un 
modele minimal strictement unitaire A' tel que rAoo-quasi-isomorphismc 

f:A'^A 

vcrific / o n = n. Le but de cette section est de montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.2.4.1 Toute Aoo-algebre strictement unitaire A admet un modele minimal stricte- 
ment unitaire A' tel que rA^-quasi-isomorphisme 

f:A'->A 

est strictement unitaire. 

Notre demonstration est basee sur le lemme de perturbation (voir [HK91], [GS86], [GL89], 
[GLS91], [Mer99] et [KS01]). 

Demonstration : Posons V = H* A. Soit i : (V, 0) — > {A, mi) un morphismc de complexes qui 
induit Pidentite en homologie et tel que ion = r\. Soit p : A — » K le conoyau de i. Le complexe K 
est contractile. La suite de complexes {i,p) est done scindable. Choisissons une retraction p et une 
section a telles que 

po(T = et i o p + a o p = 1^. 

Soit h une homotopie contractante de K tel que h 2 = 0. Soit A' = V s l'Aoo-algebre (de complexe 
sous-jaccnt V) et / = f° le morphismc d'Aoo-algebres construits a partir de ces donnees dans 
(1.4.2.1). Montrons que A 1 est une Aoo-algebre strictement unitaire et que TAoo-morphismc / est 
strictement unitaire. Nous utilisons les notations de la demonstration de (1.4.2.1). Nous avons 
clairement les egalites 

m[ on = 0, m! 2 (r\ ® 1) = m' 2 (l <8> fj) = 1 et /i o rj = r). 

II reste a montrer que la composition de fi, i > 2, et m\, i > 3, par 

= (l® a t&n®!® 1 - 1 -*), 0<a<z, 

est nulle. II suffit de montrer que les compositions 

nit.T o Va et U,T °Va, T e T, 

sont nulles. Rcmarquons que ces compositions proviennent d'arbres T, colories comme pour m^T 
(rcsp. /i,r) sauf en une fcuillc qui est maintenant de couleur rj. Comme A est strictement unitaire, 
nous avons 

rrij o rjp = 0, j > 3, < [3 < j. 

II suffit done de verifier la nullite des compositions provenant d'arbres colories dont un sous-arbrc 
colorie est de la forme 
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/ \ T] 
V H H V 



m 2 m 2 



Z I 



m 2 m 2 
I 



Dans les deux premiers cas, m' iT o rj a ct /;.t ° ?7q, s'annulent car H 2 — 0, dans les autres cas, car 
i o H = 0. □ 

Remarque 3.2.4.2 Nous verifions dc la meme maniere que le morphisme q s et l'homotopie -ff 5 
de la remarque (1.4.2.4) sont aussi strictement unitaircs. Le lemme de perturbation produit done 
une contraction dans la categorie des Aoo-algebres strictement unitaires. 

Soit (Alg^) (resp. (Alg^) ) la categorie des Aoo-algebres strictement unitaires dont les 
espaces de morphismes sont formes des morphismes homologiquement unitaircs (resp. strictement 
unitaires). Notons ~ u (resp. ~ u ) la relation d'homotopie relativement aux homotopies au sens de 
1.2.1.7 (resp. aux homotopies strictement unitaires). 

Proposition 3.2.4.3 L'inclusion 

(Algoo) s „ - (Algoo) u 

induit une equivalence 

J - (Al goo ) s „/~ s „^ (Algoo)„/~« ■ 

Demonstration : La remarque (3.2.4.2) montre qu'il suffit de montrer que J induit un iso- 
morphisme dans les espaces de morphismes dont le but et la source sont des Aoo-algebres mini- 
males strictement unitaires. Nous strictifions les A^-morphismes, puis les homotopies entre Aqo- 
morphismes strictement unitaires grace aux theoremes (3.2.2.1) et (3.2.3.1). □ 

Corollaire 3.2.4.4 La sous- categorie (Alg^), C Alg^ des Aoo-algebres homologiquement uni- 
taires dont les morphismes sont les Aao -morphismes homologiquement unitaires et la categorie 
(Alg^J deviennent equivalentes apres passage a l'homotopie. □ 

(Co)fibrations triviales strictement unitaires 

Nous finissons cette section par des resultats qui nous seront utiles dans la section (4.1.3). 
Lemme 3.2.4.5 Soit A et A' des A„a-alqebres strictement unitaires. 



a. Soit i : A — > A' une cofibration triviale strictement unitaire. II existe un Aoo-morphisme 
p : A' — > A strictement unitaire tel que p o i = 1^. 

b. Soit q : A' — > A une fibration triviale strictement unitaire. II existe un A^-morphisme 
j : A — > A' strictement unitaire tel que q o j = 1^. 
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Demonstration : Les arguments de la demonstration des deux points etant duaux nous ne 
prouvons que le point a. Supposons donne un Aoo-morphisme strictement unitaire p' tel que la com- 
position a = p' o i est un automorphisme de A. Comme a est la composee d'Aoo-morphismes stric- 
tement unitaires, il est strictement unitaire. Lc lemmc (3.2.4.6) ci-dessous montre l'Aoo-morphismc 
a -1 est aussi strictement unitaire. Posons p = a^ 1 op' et nous avons le resultat car p o i = 1 A . 

Nous devons done trouver un Aoo-morphisme p' strictement unitaire tel que p' o i est un auto- 
morphisme de A. 

Premier cas : I 'unite rj est un bord de A' . 
Dans ccttc situation, l'unite est nulle dans la cohomologie. II en resulte que A et A' sont faiblcmcnt 
equivalentcs a 0. Dcfinissons p[ comme un scindagc de i\. II verific l'egalitc p[ o 77 = 77. Les 
morphismes p[, i > 2, sont definis par recurrence sur i. Soit h une homotopie contractante de A. 
Posons 

tf i = -horb?y,...,jt i _ 1 ), i>2, 

ou r(p'i, . . . ,p'i_i) est le cycle du lemme (B.1.5). Nous verifions (par recurrence) que r(p^ . . . jp'^i) 
compose avec 

1®" (8)77® l® , a+l + /3 = i + l, 

est nul. Les morphismes p' t , i > 1, ainsi construits definissent bien un Aoo-morphisme grace au 
lemme (B.1.5). II est strictement unitaire et, comme nous avons l'egalitc 

{p' o i) x =^0^ = 1 

p' o i est un automorphisme de A. 

Deuxieme cas : l'unite 77 n'est pas un bord de A' . 
Comme i est une cofibration triviale, l'axiome (CM4) de la categorie Alg^ (voir 1.3.3.1) nous 
donne un A^-morphismc q : A' — > A tel que q o i = 1^. L'Aoo-morphismc q est clairement 
homologiquement unitaire qui verific l'egalitc q\ 07/ = 77. Comme A et A' sont strictement unitaires, 
il existe (3.2.4.3) un Aoo-morphisme strictement unitaire q' : A' — > A homotopc a q. Comme l'unite 
77 n'est pas un bord de A' ', il existe une retraction de complexes de de 77 : e — > A'. II induit un 
scindage A' = e © A . Nous savons que le morphisme q\ — q[ est homotope a zero et qu'il s'annule 
sur e. II se factorise en z o t, ou t est la projection A' — > A . Comme cette projection est scindec 
dans la categorie des complexes, z est homotope a zero. II existe done une homotopie h\ entre q\ 
et q[ telle que h\ o 77 = et nous avons l'egalite q[oii = I4 + 6 (hi) o ii. 

Construisons les morphismes p' it i > 1, a partir des morphismes q'j, j > 1, par recurrence sur 
i : Posons 

p[ = q[ - S(hi) 

et, pour i > 2, 

Pi = l'i - ^2(-^) s mr+i+t(p' tl ® • ■ • ®p' ir ® hi ® q' h ® . . . ® q' it ) + hi o m h 

ou s est defini en (1.2.1.7). Les morphismes p\ , i > 1, definissent ainsi un Aoo-morphisme stricte- 
ment unitaire A' A tel que la suite 

(/ii,0,...) 

est une homotopie entre q' et p'. La composition p' o i est un automorphisme car 

(p' o i)i = (q[ - 5 (hi)) oil = q[ h — S(hi) oi x = 1 A + S(hi) o i x - 6 (hi) o i x = 1 A . 



□ 
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Lemme 3.2.4.6 Soit A et A' deux Koo-algebres strictement unitaires. Soit a : A — > A' un Aqo- 
isomorphisme strictement unitaire. L'Aoo-morphisme (3 = a" 1 est strictement unitaire. 

Demonstration : On note 77 l'unite des Aoo-algebres. Comme ol\ o 77 = 77, nous avons l'egalite 
ft o r) = rj. Nous savons que le morphismc 

a 2 o (ft ® ft) +«ioft: A" 82 A 

est nul. Si nous le composons avec r\ ® 1 (resp. 1 ® 77), nous trouvons que 

oti ft>(?7 ® 1)> (resp. ai o ft(l <gi 77)) 

est nul. Comme ct\ est un isomorphismc, ceci implique que 

ft(?7<g>l) =0 et /3 2 (l®/7) = 0. 

Nous continuons par recurrence sur n. Supposons que ft 77 = r\ et 

ft(l® j ® 77® l® fe ) = 0, j" + 1 + = 2 < z < 71. 

Nous en deduisons l'egalite 

{a o (3) n+1 (l® J ® 77 = ai o ft +1 (l^' ® 77 ® l® fc ), j + 1 + fe = n + 1. 

Comme le terme defmissant (a o f3) n +i est nul, nous en deduisons que 

ft+i(l® j ® 77 ® l® fe ) = 0, j + 1 + k = n + 1. 

□ 

3.3 Strictification unitaire des polydules 

Cette section traite des differents types de compatibility; aux unites des A oc -(bi)polydulcs. Lcs 
demonstrations sont omises car elles sont similaircs a cellcs de la section 3.2. 

3.3.1 Polydules homologiquement unitaires 

Definition 3.3.1.1 Soit A une Aoo-algebre homologiquement unitaire. Un A-polydule M est ho- 
mologiquement unitaire si H* M est un _ff*A-module unitaire. Si M et M' sont deux A-polydules 
homologiquement unitaires, un Aoo-morphisme / : M — » M' est toujours homologiquement uni- 
taire, i. e. /1 induit un morphismc de H *A-modules unitaires 

H*M -> H*M'. 

Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. Un A-polydule strictement unitaire (2.3.2.3) est 
clairement homologiquement unitaire. 

Les resultats 

Soit A une Aoo-algebre minimalc et strictement unitaire. 
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Theoreme 3.3.1.2 Tout A-polydule minimal homologiquement unitaire est isomorphe a un A- 
polydule strictement unitaire. □ 

Corollaire 3.3.1.3 Tout A-polydule homologiquement unitaire est homotopiquement equivalent a 
un A-polydule strictement unitaire. □ 

Theoreme 3.3.1.4 Soit M et M' deux A-polydules minimaux strictement unitaires. Tout A^- 
morphisme f : M — > M' est homotope a un Aao-morphisme strictement unitaire. □ 

Theoreme 3.3.1.5 Soit M et M' deux A-polydules minimaux strictement unitaires. Si f et g 
sont deux Aoo-morphismes strictement unitaires homotopes M — > M' il existe une homotopie 
strictement unitaire entre f et g. □ 

Corollaire 3.3.1.6 Soit M et M' des A-polydules strictement unitaires et f : M — > M' une 

equivalence d'homotopie strictement unitaire. II existe un inverse a homotopie pres g de f qui est 
strictement unitaire et des homotopies h et hi strictement unitaires entre 1m< et fog, et entre 1m 
etgof. □ 

Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. 

Proposition 3.3.1.7 Tout A-polydule strictement unitaire M admet un modele minimal stricte- 
ment unitaire M' tel que VK^-quasi-isomorphisme 

f : M' —* M 

est strictement unitaire. □ 

Soit ( Nodoo A) la sous- categoric pleine de Nodoo A formcc des A-polydules strictement uni- 
taires. 

Proposition 3.3.1.8 L'inclusion 

Modoo A ( Nodoo Aj u 

induit une equivalence 

Modoo A/~ ^ (Nodoo i4) u /~, 
oil les symboles ~ designent la relation d'homotopie (2.3.2.3) et (2.3.1.10). □ 

3.3.2 Bipolydules homologiquement unitaires 

Soit C et C deux cogebres differentielles graduees et soit N et N' deux C-C'-bicomodules 
diffcrcntiels graducs. Notons A R et A L la comultiplication a droite et a gauche dc ccs bicomodulcs. 

Definition 3.3.2.1 Unc coderivation de bicomodules est un morphismc 

K : N N' 

tel que 

A L o K = (1®K)oA l ct A R o K = (K ® 1) o A R . 
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Soit A et A' deux algebres graduees associatives unitaires et M un A-A'-bimodules gradues. 
Considerons les comme des Aoo-algebres et comme un A-A'-bipolydule. L'espace de coderivations 
de B+A-B+A'-bicomodules 

coder(BM, BM) 
joue dans cette section le role de l'espace 

coder((BA)+ (BA) + ) 

de la section B.4. 

Soit A et A' deux Aoo-algebres strictement unitaires. Soit ( Nod oc (A, A')J la sous-categorie 
plcine de Nod 00 (A, A') formce des A-A'-bipolydules strictement unitaires. Nous montrons de la 
meme maniere que precedemment la proposition suivante : 

Proposition 3.3.2.2 L'inclusion 

ModooCA.A') w (Nod oc (A,A')) u 

induit une equivalence 

Modoo(4^')/~ ^ (Nod 00 (A^')) t ,/~. 
o?i les symboles ~ designent les relations d'homotopies. □ 



Chapitre 4 

Categorie derivee 



Introduction 

Soit A une Aoo-algebre augmentee. Dans le chapitre 2, nous avons montre que la categorie derivee 
T>ooA admet trois descriptions : 

(Modoo A) [Qis- 1 ], HooA= Mod^ A/ ~ ct ( Mod 5 ^ ic M) [Qis' 1 ] 

oil ~ est la relation d'homotopie. Dans ce chapitre, nous definissons la categorie derivee T>ooA d'unc 
Aoo-algebre A quelconque. Nous montrons que les trois descriptions ci-dessus restent valables si A 
est strictement unitaire. 

Plan du chapitre 

Soit B, B 1 deux K-algebres associatives et X un S-B'-bimodule. Les foncteurs standard associes 
a X sont les foncteurs adjoints 

Hom B -(I,-) et !® B X. 

Maintenant, soit A et A' des Aoo-algebres et X un A-A'-bipolydule. Dans la section 4.1.1, nous 
definissons les foncteurs standard 

Hom^(A,_) et ? § A X 

et nous montrons qu'ils forment une paire de foncteurs adjoints. 

Dans la section 4.1.2, nous definissons la categorie V^A d'une Aoo-algebre quelconque et nous la 
decrivons dans le cas ou A est TJ-unitaire (4.1.2.10). Dans la section 4.1.3, nous montrons (4.1.3.1) 
que si A est strictement unitaire, la categorie V^A telle que dcfinic dans la section prcccdcntc est 
cquivalente aux categories 

(Mod^AjlQis- 1 }, HooA ct ( Mod^ ric M) [Qis' 1 ]. 

En particulier, si A est une Aoo-algebre augmentee, les definitions dc la categoric derivee du chapitre 
2 et de celui-ci sont equivalentes. Dans la section 4.2, nous etudions la categorie derivee X>oo(A, A'), 
ou A et A' sont deux Aoo-algebres. 
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4.1 La categorie derivee des polydules 

4.1.1 Les foncteurs standard 
Notations 

Soit C une bicategorie (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Supposons que, pour tous O, O' G Obj C, 
la categorie 

C(0,0') = Hom c (0,0') 

est une fc-categoric dc Grothcndicck semi-simple et que le foncteur de composition (associatif a un 
isomorphisme donne pres) 

C(0', O") x C(0, 0') -> C(0, 0"), (A/, N) ^ M o N, 

oh 0,0',0" G Obj C, est fc-bilincaire dans les espaces de morphismes. Nous appclons produit 
tensoriel au-dessus de ©' ce foncteur et notons 

M ® ' N = M o N. 

Supposons en outre que, pour tout objet X de C(0', O"), le foncteur 

?® Q ,X : C(0,0') C(0,0") 

admet un adjoint a droite 

Hom »(X,?) : C(0,0") -» C(0,0'). 
Remarquons que le produit tensoriel au-dessus de O 

C(0, 0) x C(0, 0) -> C(0, 0), (M, N) ^ M ® N, 

oil O G Obj C, munit la categorie C(0,0) d'une structure de categorie monoi'dale. Notons eo 
l'element neutre pour le produit tensoriel. Soit 0',0" des objets de C. La categorie C(0,0) agit a 
droite sur la categorie C(0', O) et a gauche sur la categorie C(0, 0') par le produit tensoriel ®o- 

L'exemple suivant apparait naturcllcmcnt dans l'ctudc des Aoo-catcgorics (5.1.1). 

Exemple 4.1.1.1 La bicategorie C a pour objets les ensembles consideres comme des categories 
discretes. Soit A et B deux ensembles. Nous definissons C(A,B) comme la categorie des foncteurs 

B op xA-> VectK. 

La composition de C est donnee par les produits tensoriels au-dessus des categories. Le foncteur 
adjoint au foncteur 

a?b ®b (lie) : C(A,B) C(A,C) 

se recrit plus naturellement 

Hom c ( B Xc,A?c) : C(A,C) -» C(A,B). 
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Plan de la section 

Soit P, O ct ©' des objets de C. Soit A et A' deux A^-algebres dans C(0,0) et C(0',0') ct 
X un A-A'-bipolydule dans C(0,0'). Nous allons construire un couple de foncteurs adjoints 

(? ® A X,Hom AI (X,-)) : NodooA^ Nod^^'. 

ou NodooA est la categorie des A-polydules dans C(P, O) et ModooA' est la categorie des A'- 
polydules dans C(P,0'). 

Le foncteur Hom^/pC, — ) : Nodoo A' — ► Nod^ A 

Soit N' un A'-polydulc. Rcmarquons que SX (g) T C SA' est un objet de la categorie C(0, 0') et 
que SN' ® T C SA' est un objet de C(P,0'). Nous definissons l'objet gradue de C(P,0) sous-jacent 
a Hom^' (X, N') comme 

Homcomc tcsa>(SX <g> T C SA', SN' ® T C SA'), 

ou Horn designe le foncteur adjoint Homo' • Sa differentielle est le morphisme 

6 : F h+ b B N ' oF-(- iy F \Fob BX *' 

ou BXa> = SX ®T C SA' est la construction bar de X en tant que A' + -polydule et ou le morphisme 
F est de degre \F\. C'est un module differentiel gradue sur l'algebre differentielle graducc 

End(BXA') = (Homg rT c S A'(SX ®T C SA',SX ®T C SA'),6). 

La structure de A-polydulc est donncc par la restriction du End(i?X^/)-module differentiel gradue 
Horrid' (X, N') lc long de VA^ -morphisme 

A -> End(BX A >) 

defini dans le lemme clef (5.3.0.1). Explicitons cette structure. Le morphisme 
m}? : Y\om A ,{X,N')® A® 1 - 1 -> Hom A '(X,N'), i > 1, 
est donne par la differentielle de l'espace si i = 1 et, sinon, par le morphisme 
SHom ComC TosA'(SX ® T C SA', SN' ® T C SA') ® {SA)® 1 - 1 

S'Homcomc t-sa' {SX ® T C SA', SN' ® T C SA') 

qui envoie un element sT <g> </> <= 5Hom ComcT c SA , (SX ® T C SA', SN' ® T^A') ® (SA)®*" 1 sur 

6^ omc (sL ® «$) g 5Hom C omc t-sa'(S'X ® T C SA', SN' <g> r c SA'), 

ou le morphisme &2° mc correspond a la composition de la categorie ComcT c S^4' et $ est defini 
dans lc lemme clef (5.3.0.1). Un morphisme / : N' — > iV" dans Nodoo A' induit un morphisme de 
End {BXa> )-modules differcnticls graducs 

F* : Hom{SX <g> T C SA', SN' <g> T C SA') -> Hom(SX ® T°SA' , SN" ® T C SA'), 
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ou -F* est induit par la construction bar F de /. Ainsi, lc morphisme est strict en tant que 
morphisme de Apolydules. Ceci nous fournit un foncteur 

Hom A '(I,-) : Nodoo A' -> Nod s ^ rict A ^ Nodoo A 

Remarque 4.1.1.2 Si A sont strictement unitaire et si X est un AA-bipolydulc strictcment 
unitairc pour A. i. e. si la composition 

mij (1 0Q ij 1 0/3 1 M l 03 ), i, j > 0, 

est nulle si ^ (1,0), cgale a 1 sinon, le Apolydulc Hom^/pf, N) est strictement unitaire. 

Nous obtenons alors un foncteur 

Hom A ,(X,-) : Nodoo A Mod s ^ ict A ^ ( Nodoo A) u , 

ou ( Nodoo A) est la sous-categorie pleine de Nodoo A formee des objets strictement unitaires. 

oo 

Le foncteur 1 ® A X : Nodoo A — ► Nodoo A 

oo 

Soit -/V un Apolydule. L'objet gradue de C(P, O') sous-jacent a N ®a X est 

N T C SA X. 

La structure de A-polydule sur TV T C SA X est donnee par une differentielle b sur 5 (N 
T C S' J 4®X)®T C 5A'. La suspension de ce T c SA'-comodule differentiel gradue s'identifie au produit 
cotensoriel 

(SN T C SA) □ t°sa(T c SA T c SA'), 

c'est-a-dire au noyau 

ker (BN BI A ®i-i£)A £ B7V ® T c 5A ^ BX ) ^ 

ou = T C SA T C SA' est la construction bar de X en tant que A+-A+-bipolydule 
strictement unitaire. Un morphisme de Apolydules / : N — ► N' induit un morphisme strict 

(woFosj®l x :JV® T°SA gl^JV'® T C SA X. 

Nous obtenons ainsi un foncteur 

oo 

? ® A X : Nodoo A -> Nod 5 ^ rict A' Nodoo A. 

Remarque 4.1.1.3 Si A sont strictement unitaire et si X est un AA-bipolydulc strictement 
unitaire pour A' , i. c. si la composition 

m, J (l 8l ®l M 0l 9a 0)]0l ' 3 ) I i,j > 0, 

est nulle si ^ (0, 1) , egale a 1 sinon, le A-polydule N (S>a X est strictement unitaire. Nous 
obtenons alors un foncteur 

1® A X: Nodoo A -» Mod 5 ^ rict A ^ ( Nodoo A') u . 
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Lemme 4.1.1.4 Le foncteur ? ®a X est adjoint a gauche au foncteur Hom J 4/(X, ?) 

Demonstration : Soit L un objet de Nod^ A et R im objet de Nod^ A' . Soit des morphismes 
gradues dans C(0', O') de degre 2 — i 

fj-.L® T C SA ®X® A'® j -^R, j> 0. 

Soit Fj , j > 0, les morphismes donnes par les bijections Fj fj . lis sont donnes par des morphismes 
de degre 

F M : SL ® (SA)® 1 ®X® (SA'f j -» SR, i, j > 0. 
Soit i > 0. Soit gi le morphisme gradue de C(P,0) de degre 1 — i 

9l :L® A® 1 -> Hom T c SA , (SX ® T C SA', 5i? <g> T C SA')) 

defini par l'equation 

Gi{\ ®<j>) = s(T) G 5Hom r c SA ,(5X ® T°SA' , SR ® T C SA')) 

ou A (g> est un element de (g) (SA)® 1 de degre r = |A <£> <fi\, oil Gi est donne par les bijections 
gi <-> Gi ct ou le morphisme T est l'unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition p\ o T 
a pour composantes les morphismes 

„. (-1) M A®<4®1 „. „. F/, 

5X ® (SAO® 3 — *- SN ® (SA)® 1 ®SX® {SA')®> 4- SR; 

ici le morphisme F[ j est le morphisme Fi_jcu. Nous devons montrer l'equivalence entre les deux 
points suivants. 

a. Les morphismes gj definissent un Aoo-morphisme dM-polydules 

L -» HomA'(X,i?). 

6. Les morphismes fj defmissent un Aoo-morphisme d'A'-polydulcs 

oc 

L ®a X -> i?. 
Supposons que l'enonce a est vrai : on a les egalites 

G k+1+m (l® k ®b l ®l® m ) = J2 b "+m(Gk ® l® m ), n>l, 

fc+i+m— n fc+m— n 

ou les symbolcs 6; doivent ctrc interprctes convcnablemcnt. Nous allons montrer que cela est 
equivalent aux equations dans les espaces de morphismes 

Hom C ( P ,o') (S(L ® A X) ® {SA 1 )® 71 - 1 , SR) , n > 0, 
J2 F k+1+m (l® k ®b l ®l® m ) = b 1+m (F k ®l® m ), t>l. 

k-\-l-\-m—t k-\-m—t 

Soit A ® G SL ® (S-A)®"" 1 et « ® 0' e SA ® (SA')®* -1 . Calculons 

G k+1+m (l® k ®b t ® l® m )(X <g> <f>)(K ® <//). 
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Dans le cas ou k = 0, on a 

Gi +m (6f ® l® m )(A®0)( K ®0') 
= G 1+m (6f(A® ^_ x ) ®0 m )O® (j)')) 
= sT(k®4>') 

= (-l) |A ®*'- l|+1+l * m| FiV m , t _i(&f (A ® 0,_i) ® m ® k (8 0')) 

= (-l) |A ® 0l+1 ^i' +m , t _i(&f 0l 8m ®l« l®*- 1 )^ ® <j>i-i ® m ® k ® 0') 

= {-^ x ®^ +1 F[ +m t _y{bf- ® l® m ® 1 ® l®*" 1 )^ ® ® k (8 0'), 

ou 0i ® 02 = et dans le cas ou k ^ 0, on a 

G fe+ i +m (l® fc ® 6f ® l® m )(A ® 0)(k ® 0') 
= (-l)l A l+l^-^G fc+1+m (A ® fc _i ® &f (0,) ® m )( K ® 0')) 

= (-i)i A i+i^-ii s r(K® 0') 

= (-l)l A l+l*»-il+l>®*l+ 1 i^ 1+m|t _ 1 (A ® fe _i ® 6f (0;) ® m ® « ® 0') 
= (_i)|A|+|0 fe _i|+|A®0|+i F ^ i+m t _i(l® fc ® ® l® m ® 1 ® l®*" 1 ) 

(A®0®K®0') 

= (-l)\ X9 'H +1 F{ c+1+mt _ 1 (l 9k ® 6f ® l® m ® 1 ® l® t " 1 )(A ® ® k ® 0'), 



ou 0i ® 02 ® 03 = 0. Le terme 

6?(G„)(A® 0)0® 0') 



vaut 

&?(G„(A®0))(k®0') 

= 6^( s r)( K ®0') 

= -smJ H (r)(K ® 0') 

= -s[6or- (-i)i A +^i +1 ro6](K® 0') 

= {b L o S r)( K ® 0') - (-i)i A +^i +1 (sro6^')( K ®0') 

= (-1)' A+0I + 1 E^ + l(^-l,a(A ® ® K ® 0'J ® 0^) 

+ s r £(i® 71 ® & 72 ® i® 73 )(« ® 0' ® 0; 2 ® 0; 3 ) 
= (-i)i A +^+ l x;&| +1 (i^_ la ®i®^)(A®0®K®0') 

E ^n-l, 7l+73 (A ® ® I® 71 ® 6 72 ® 1® 73 )(« ® 0') 
= (-1)' A+0I + 1 E^ + l(^-l,a ® l^HA ® ® « ® 0') 

+ (_1)|A+*| ^ F^ 1j7i+73 (1 ® l®"" 1 ® ® b l2 ® 1®T 3 )(A ® ® K ® 0'), 

ou <j)' a ® 0^j = et les indices de la premiere somme sont tels que a + /? = t — 1, ou les indices de 
la seconde somme sont tels que 71 + 72 + 73 = i et les symboles 6 72 doivent etre interpreted selon 
leur place par b^ _ x ou par b^ 2 . Le terme 



fo? +m (G fe ®l® m )(A®0)( K ®0') 
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vaut 

&l+m(Gfc(A ® 0fc-l) ® 0m) (« ® 0') 

= 6^ +m (sr fe _i <g> <t> m ){n®<t>') 
= b < ? mc {sT k _ x ®s$> m ){K®4>') 

= (_l)|A+^-i|+l^Comc(- s (g, s )(r fe _i ® $|)(K ® 0') 

= (-l)l A+ * h - 1 l +1 smf omc (r fe _i g> $/)(« ® (j)') 

= (— i) i A+# fc _i i+i ( a r fc _i o ® 0') 

= (_i)|A+0 fc - 1 |+i+|A+0 fc - 1 |+|0 m | £ F^(A ® fe _i ® b^ a {<p m ®n® 0' m ,) g 0^) 

= (_i)i+l^l J2 F^(X ® fe _! ® 6* Q (0 m ® k ® 0'J ® 0^) 

= (_i)|A|+|0|+i £ ® l® fc_1 <g> 6* Q (l® m ®1® 1®") ® 1®?) 

(A ® ® K ® 0'), 

ou les indices de la somme sont tels que a+/3 = t — 1. L'egalite F!- = Fiju> nous donne l'equivalence 
entre les points act b. □ 

Remarque 4.1.1.5 Si A et A' sont strictement unitaires et si X est un A-A'-bipolydule stricte- 
mcnt unitaire, l'adjonction 

00 no 

(? ® A X, Hom A ,(X, ?) : Nodoo A -> Nodoo A 

ne se restreint pas aux sous-categories Modoo A et Modoo A'. Cependant, la proposition (3.3.1.8) 
montre que les foncteurs restreints 

00 ,00 
? ® A X : Modoo A -> Modoo A' et Horru* (X, ?) : Mod^ A' -> Modoo A 

induisent des foncteurs adjoints dans les categories derivees V^A et U^A' (definies en 4.1.3). 

Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. Considerons A comme un A-A-bipolydule stricte- 
ment unitaire. Notons aussi 

1® A X et Hom A (X,7) 
les foncteurs standard restreints a la sous-categorie ( Nodoo A) (voir la definition en 3.3.1.8). 

Lemme 4.1.1.6 Considerons la categorie des endofoncteurs de la categorie (Nodoo A) u . 

00 

a. II existe un morphisme canonique de foncteurs ? <E> A A — ► 1 qui est un quasi-isomorphisme. 

b. II existe un morphisme canonique de foncteurs 1 — > Horn A (A, ?) gwi esi un quasi-isomorphisme. 

Demonstration : Par l'adjonction 

(? ® A A, \-\om A (A, ?)) : ( Nodoo A) u ( Nodoo A) u> 

il suffit de montrer le point a. Soit A/ un A-polydule strictement unitaire. Nous avons un Aoo- 
morphismc dc A-polydulcs 

g : M ®a A -> A/ 
dont les gj, j >1, sont definis par les morphismcs 

mi+a+i-i(l ® w ^ ® : M ® (8) A ® A®'" 1 — ► M, i > 0, j > 1. 
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Montrons que le cone du morphisme 

oo 

3i : M ® A A -> M 
est acy clique. Nous verifions que le morphisme de degrc —1 

r : M ® T C SA ® -> M ® T C 5A ® 5 A 

donne par le morphisme 

1 $ ST? : M ® (S"A) 0i ® -> M ® ® SA, i > 0, 

ou r\ est l'unite dc A, est une homotopie contractante du cone de g\. □ 

Remarque 4.1.1.7 Le morphisme de A-polydules g est clairement strictement unitaire. Le mor- 
phisme dc A-polydules 

f :M -> Horn A (A,M) 

correspondant par l'adjonction au morphisme g est defini de maniere analogue au morphisme 

/ : A -> End = Hom A (A,A) 
du lemme clef (5.3.0.1) du chapitre 5. II est aussi strictement unitaire. 

4.1.2 La categorie derivee d'une Aoo-algebre 

Soit O ct P deux objets de C. Soit A une Aoo-algebre dans C(0, 0). On rappelle que la categoric 
NodooA dcs A-polydulcs dans C(P, O) est isomorphe a la categorie Modoo A + dcs A + -polydulcs 
strictement unitaires ou A + est l'augmcntation dc A. Considcrons l'objct e = eo commc une Aoo- 
algebre augmentee dans C(0,0). Considcrons l'objet e comme un ^4 + -e-bipolydule strictement 
unitaire grace a l'augmentation A + — > e. Par la section 4.1.1, nous avons un foncteur 

oo 

? ® A + e : Modoo A + -> Modoo e. 

II induit un foncteur dans les categories derivees que nous notons dc la memo maniere. 
Definition 4.1.2.1 La categorie derivee d'une Aoo-algebre est le noyau du foncteur 

5a+ < 

Remarque 4.1.2.2 Nous montrerons en (4.1.3.5) qu'un A + -polydule strictement unitaire est dans 
le noyau si et seulemcnt si sa construction bar est acycliquc. 

Remarque 4.1.2.3 Le theoreme (4.1.3.1) ci-dessous montrera que cette definition ctend la definition 
de la categorie derivee d'une Aoo-algebre augmentee (voir 2.4.2.1). En particulier, nous montrerons 
que si A est elle-meme augmentee, nous avons une suite exacte de categories triangulees 

Doc A ► T^ooA^ ► T^ooC 

Theoreme 4.1.2.4 Soit A et A' deux Koo-algebres et f : A — > A' un K aa -quasi-isomor , phisme. La 
restriction le long de f induit une equivalence de categories 

'DfTCtA > Dr^A. 
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Demonstration : Soit / + : A + —> A l+ le morphisme augmente associe a /. C'est un Aoo-quasi- 
isomorphisme. Les foncteurs 

(Res J ?)® A +e et ? ® A ,+ e : Modoo A' + -> Modoo e 

sont done quasi-isomorphes. II suffit done de montrer que la restriction le long de / + induit une 
equivalence 

Le lemme (2.3.4.3) implique que le morphisme entre les algebres enveloppantcs 

[/(/+) : U(A+) - U(A'+) 

est un quasi- isomorphisme. II s'ensuit [Kel94a, 6.1] que la restriction de long de U(f + ) est une 
equivalence de categories 

VU(A'+) -> 2?[/(A+). 

Nous deduisons le resultat du lemme (2.4.2.3). □ 
Cas des Aoo-algebres i/-unitaires 

Definition 4.1.2.5 Une Aoo-algebre H -unitaire est une Aoo-algebre dont la construction bar non 
augmentee est quasi-isomorphe a 0. 

La notion d'algebre if-unitaire est due a M. Wodzicki [Wod88]. II montre qu'une algebre est 
if- unitaire si et seulement si elle satisfait la propriete d'excision (voir [Wod88], [Wod89]). 

Lemme 4.1.2.6 Une Aac-algebre minimale (i. e. m\ — 0) strictement unitaire est H -unitaire. 

Demonstration : Soit {A, rf) une Aoo-algebre minimale strictement unitaire. Le morphisme de 
degre —1 

h : BA — > BA 

donnc par les morphismes 

1 (8 (577) : {SA)® 1 -» {SA)® % (8) SA 

defmit une homotopie contractante de BA. □ 

Corollaire 4.1.2.7 Une Aoo-algebre homologiquement unitaire (voir la definition dans la section 
3.1) est H -unitaire. 

Demonstration : Soit A une Aoo-algebre homologiquement unitaire. Le corollaire (3.2.1.2) 
montre que A admct un modclc minimal strictement unitaire A'. Commc BA' est faiblcment 
equivalent a BA et comme les equivalences faibles sont des quasi-isomorphismcs, nous avons le 
resultat. □ 

La sous-categorie Tria A 

Soit x : P — > O un morphisme de C. Le morphisme x induit un foncteur 

x* : C(P,0) -> C(P,P), M 1 — ^ M{x). 
On suppose que ce foncteur admet un adjoint a gauche 

x\ : C(P,P) -> C(P,0). 
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Exemple 4.1.2.8 Regardons l'exemple apparaissant dans l'etude des A^-categories (5.1.1). Soit 
P et O deux ensembles et soit 

x : P -> O, p h-> x(p) 
une application. Lc foncteur x* envoie M € C(P, O) sur 

(p,j/)^M(a;(p) > j»'). 

Le foncteur xi envoie un objet V de C(P, P) sur le P-O-bimodulc 

(o,p) h-> V{l,p) ® P eo(o,a;(?)). 

Supposons maintcnant que P est un ensemble a un element. L 'application x est determine par 
1' element de o = x(p) de O. Soit V = ep. L'adjonction nous donne alors un isomorphisme 

Hom C(Pi0 )(eo(?, o), M) M(o). 

□ 

Soit x : P — > O un morphismc de C. Soit V un objet de C(P,P). Munissons l'objet x\(V)®q,A de 
la structure de Apolydule donncc par les multiplications de A. Comme nous avons un isomorphisme 

Hom C (p,p)(xi(V r ),M) HoruNod^ a{x\{V) ®o A, M), M e NodooA, 

nous avons une adjonction 

(a?i(?) ® A,x*) : C(P,P) -» Nod* A 
Notons Tria A la plus petite sous-categorie triangulee aux sommes infinies de T> OQ A + contenant 

les 

x A = x\(e v ) ®qA xeC(P,0). 

Remarque 4.1.2.9 Cette notation est justifiee par le fait suivant. Dans l'exemple apparaissant 
dans l'etude des Aoo-categories (5.1.1), si P est un ensemble a un element, et x est l'application 
donnc par un clement x de O, le Apolydule x A est l'Aoo-fonctcur represente par x 

x A = A(?,x). 

Proposition 4.1.2.10 Soit A une Aoc-algebre H -unitaire. Nous avons une suite exacte de categories 
triangulees 

Tria A ^ V X A + -» V^e. 

En particulier, la categorie derivee V^A est egale a Tria A. 

Dans le cas des algebres differentielles graduees cette proposition est demontree dans [Kel94b] . 
Dans la demonstration ci-dessous, nous utilisons une filtration qui est adaptee de celle de J. A. Guc- 
cione et J. J. Guccionc [GG96]. Elle leur permet de montrer astucieusement la propriete d'excision 
des algebres differentielles graduees ii-unitaires. 

Demonstration : Montrons que la composition 

Tria A <^-> V^A+^V^e 
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est nulle. Comme x A est le A-polydule 211(e) ®q A, il suffit de montrer que A <3 A + e est quasi- 

00 

isomorphc a dans la categorie C(0, O). Nous definissons une filtration de A (& A + e = A ® 
T C (S'A + ) <g> e par 



F p = [ A ® (£^ + H © [0^ ® (SA)® r (g) 



0<i<p 



P > 0. 



0<r 



Les F p , p > 0, sont des sous-complexes de A ® A + e. Les objets gradues 

Gr p A ® A+e = A® T C {SA+) ® e = 4 ® (S.4)® 7 " g> (Se)® p , p > 0, 

0<r 

sont isomorphes en tant que complexes a 

S^Syl® (Se)® p , p>0. 
00 

lis sont done acycliques, ce qui montre que A <gi A + e es t acyclique. 

Pour demontrer qu'on a une suite exacte de categories triangulccs, nous allons montrer que 
l'inclusion de Tria A dans V oa A + a pour adjoint a droite le foncteur 



? ® A+ A : V ao A + -> Tria A. 
Ceci revient a montrer que pour chaque X G Modoo A + , le triangle 

OO OO OO 

X ® A+ A -> X -> X ® A + e -» 5(X <g> A+ A) 

OO 

est tel que l'objet X 0^+ e € Tria e est (Tria A)-local, i. e. 

OO 

Homx^^+fX, X &>a+ e ) = 0; £ € Tria A. 

oc 

Comme A ®a+ e es ^ quasi-isomorphe a 0, la seconde Heche du triangle de O-O-bimodules 

OO , oc oc oc 

A ® A+ e -> A+ ® A + e -> e ® A+ e -> 5(A ® A + e) 



est un isomorphisme dans la categoric derivee des A + -polydulcs dans C( 
morphismc 

, OO 

A + ® A + e — > e 



Par aillcurs, lc 



est un quasi-isomorphisme car son cone, qui est la construction bar BA + — T C (SA + ), est acyclique 
(4.1.2.7). Ceci implique que 

oc 

e — > e ® A + e 

est un isomorphisme de A + -A + -bipolydules dans C(0, 0). Soit X £ D aD A + . Montrons que l'objet 

OO 

X 0^4+ e £ Tria e est (Tria A)-local. Soit L un objet de Tria A ct un morphismc 

f : X e. 
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Nous avons un diagramme commutatif 

L *" X ® A + e 



L A+ e *~ X ® e A + ® A + e, 

ou la fleche verticale de droite represente un isomorphismc dc D 00 A + et ou L <E>a+ e es t quasi- 
isomorphc a 0. Lc morphisme / est done nul. □ 

4.1.3 La categorie derivee d'une Aoo-algebre strictement unitaire 

Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. Dans cette section, nous donnons plusieurs descrip- 
tions de la categorie derivee U^A de (4.1.2.1). Plus precisement, nous allons montrer le theoreme 
suivant : 

Theoreme 4.1.3.1 Les categories suivantes sont equivalentes : 

Dl. la categorie derivee "D^A de (4. 1.2.1), c 'est- a- dire, la sous- categoric triangulee Tria A de 
V X A+ (4.1.2.10), 

D2. la categorie (dont nous montrerons qu'elle est bien definie) 

U^A : ModooA/- 

ou ~ est la relation d'homotopie (2.3.2.3), 

D3. la categorie localisee 

(Modoo AjiQis- 1 } 
ou Qis est la classe des A™ -quasi-isomorphismes de Mod™ A, 
D4. la categorie homotopique 

Ho Mod s £ ict A 

de la categorie de modeles Mod ™' ct A (definie plus has). 

II en resulte de ce theoreme que si A est augmentee, la definition de V^A donnee dans (2.4.2.1) 
est equivalente a celle de (4.1.2.1). 

Remarque 4.1.3.2 Les differentes descriptions de V^A montrent que les resultats de la propo- 
sition (2.4.1.1) restent validcs. 

Inequivalence entre les categories de Dl et D2 

Comme A est strictement unitaire, nous avons un Aoo-morphisme strictement unitaire d'A™- 
algcbres 

r = % : A + = A®e^ A 
L 77 J 

ou t] est l'unite de A. On a un foncteur restriction 

Res : Mod™ A -> Mod™ A + 
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qui est fidele. Nous savons que Pisomorphisme de categories (2.3.2) 

Nodoo A -^-> Modoo A + 

est compatible a l'homotopie. La proposition (3.3.1.8) montre que le foncteur restriction induit un 
isomorphisme 

HomMod^ a(M,M')/ > Hom Mod=o A+ (ResM, ResM')/~, M,M' e Modoc A, 

ou ~ est la relation d'homotopie (2.3.2.3). Le corollaire (2.4.1.1) dit que la relation d'homotopie 
(2.3.2.3) dans Modoo A + est une relation d'equivalence compatible a la composition. Ceci montre 
que la relation d'homotopie dans dans Modoo A est une relation d'equivalence compatible a la 
composition. Nous avons done une categorie bien dermic 

HooA = Modoo A/ ~ 

et un foncteur pleincment fidclc 

J ■ 7~LoqA c ► HoqA^ ~ T? co A~^. 
Proposition 4.1.3.3 Le foncteur restriction 

Res : Modoo A -> Modoo A + 

induit une equivalence de categorie 

HooA -> Tria A. 
Commencons par introduire quelques notions. 
Definition 4.1.3.4 Un A + -polydule est H -unitaire si son image par le foncteur 

B : Modoo A+^ ComcB+A+ 

est quasi-isomorphe a 0. 

oo 

Remarque 4.1.3.5 Un A + -polydule M est iJ-unitaire si et seulement si l'objet M ®a+ e est 
quasi-isomorphe a 0. La sous-categories des A + -polydules i?-unitaires est done egale a la categorie 
Tria A par la proposition (4.1.2.10). 

Remarque 4.1.3.6 Dans le cas ou A est une algcbre associative unitaire et M un module unitaire, 
le complexe BM est le cone de l'augmentation pM — > M, ou pM est la resolution bar de M (voir 
par exemple [CE99, IX.6]). En particulier, tout A- module unitaire est un A + -module iJ-unitaire. 

Lemme 4.1.3.7 Un A + -polydule est H -unitaire si et seulement si il est homologiquement unitaire 
en tant que A-polydule. 

Demonstration : Soit M un A-polydule homologiquement unitaire. II existe une structure de 
A-polydule (necessairement homologiquement unitaire) sur H*M et un Aoo-quasi-isomorphisme 
H*M — ► M. Par le corollaire 3.3.1.2, nous pouvons choisir H*M strictement unitaire. Nous avons 
alors une equivalence faible 

B(H*M) -> BM. 

Comme les equivalences faibles sont des quasi-isomorphismes, il nous suffit de montrer que B{H*M) 
est quasi-isomorphe a 0. Nous verifions que le morphisme 

r : SH*M ® B+(A+) -> SH*M ® B + (A+), 
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defini par les morphismcs 

(I ® sn) : SH*M <g> {SA)® 1 -► SH*M <g> (SA)® 1 ® SA, i> 0, 

oil 77 : e — ► A est l'unite stricte de A, est une homotopie contractante de B(H*M). 
Pour dcmontrer la reciproquc nous introduisons quclques notions supplcmcntaires. 

Les cochaines tordantes generalisees 

Soit C un objet de Cogca et A un objet de Alga^. Une cochaine tordante generalisee t : C — > A 
est un morphisme gradue de degre +1 qui s'annule sur la co-augmentation e c , qui se factorise par 
ker(A + ^ e) et qui verifie 

i>l 

Rcmarquons que la somme infinie est bien definie car t s'annule sur la co-augmentation et C est 
cocomplete. 

Soit M un objet de Mod^ A. Nous munissons le produit tensoriel M ® C du morphisme de 
degre +1 qui est la somme (bien definie) de la differcntielle du produit tensoriel et des morphismes 

M®C M ® C® 1 M ® A /<8i_1 <g> C M ® C, i > 1. 

Nous verifions que cc morphisme de degre +1 est une differcntielle de M®C. Nous notons M ® T C 
le produit tensoriel muni de cettc differcntielle. Soit TV un objet de ComcC. Nous munissons le 
produit tensoriel N ® A de la differentielle qui est la somme (bien definie) de la differentielle du 
produit tensoriel et des morphismes 

(1 <g> rrii) o (1 ® r® 1 - 1 ® 1) o (A (l) ® 1) : TV ® A' -> N ® A, i>l. 

Nous munissons N <E) A du morphisme mi donnee par la differentielle ci-dessus et des morphismes 
rrii, i > 2, valant In ® m A ■ Ces morphismes definissent une structure de A'-polydule sur N ® A. 
Notons ce A'-polydule N ® T A . Ceci nous donne deux foncteurs 

— (g> T A : ComcC ^ Modoc A et _ <E> T C : Modoo A' -> Come C 

appeles les produits tensoriels tardus generalises. 

Fin de la demonstration du lemme (4-1-3.7) : Soit M un A + -polydule iJ-unitaire. Nous vou- 
lons montrer qu'il est homologiquement unitaire en tant que A-polydule. Nous verifions que la 
composition 

B+A+ = T C SA -2+ SA -0U A <-> A + 
est un element tordant generalise. Nous avons un morphisme de ^4 + -polydulcs 

n B+A+ ® e A+ : B+A+® T A+ -> e 

donne par l'unite de 73 + A + et la co-augmentation de A + . Le morphisme 

M ® T {n B+A+ ® e A+ ) : M ® T 5+A+® r -> M = M ® T e 
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est un quasi-isomorphisme (l'homotopie contractante de la demonstration du lemme 2.2.1.9 definit 
une homotopie contractante de son cone). La co-augmentation A + —>■ e induit une suite exacte 

— ► M ® T B+A + <E> T A — ^ M ® T B + A + ® T A + — » M <g> T B + A + ® T e -> 0. 

Le A + -polydulc M etant 7J-unitaire, l'objet Mcg> r U + ^4 + (g) r e est quasi-isomorphe a car isomorphc 
a S~ 1 BM. II en resulte que le morphisme i est un quasi-isomorphisme. Le A + -polydule M qui est 
quasi-isomorphe a M ® T ® T est done quasi-isomorphe a M ® T B + A + <g) T A. Comme ce 

dernier est strictement unitaire sur A, M est homologiquement unitaire sur A. □ 

Demonstration de la proposition (4- 1.3.3) 
Nous savons que le foncteur 

J :H 00 A^H 00 A+~V 00 A+ 

est pleinement fidele. II faut montrer que son image est formee des objets de Tria A. Le lemme 
(4.1.3.7) montre que tout objet de ModooA est dans Tria A. Reciproquement, si un A + -polydule 
M est dans Tria A, il est homologiquement unitaire sur A. II est done (3.3.1.3) quasi-isomorphe a 
un objet strictement unitaire. □ 

Nous munissons la categorie TLoqA de la structure triangulee induite par Pequivalcncc 

HooA -> Tria A. 
Equivalence entre les categories de D2 et D3 

Le foncteur 

J ■ T~tocA ► 7Yoo^4^ 
est pleinement fidclc ct nous avons un isomorphisme de categories (2.4.2.2) 

Les Aoo-quasi-isomorphismes sont done les isomorphismcs dans Ti^A. Comme 

ModooA -► HooA 

est un foncteur localisation (par rapport aux equivalences d'homotopie), nous avons un isomor- 
phisme 

(Modoo A) [Qis- 1 ] -^HooA. 
Equivalence entre les categories de D3 et D4 

Commengons par montrer quelques resultats sur la categoric derivee d'unc algebrc diffcrcnticllc 
graduce. 

Lemme 4.1.3.8 Soit A une algebre differentielle graduee unitaire. L'inclusion 

J : Mod A -> Modoo A 

induit une equivalence 

VA -» ( Modoo A) [Qis -1 ]. 

OO 

L'inverse est donne par le foncteur ? 0^4 A. 
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Demonstration : Considerons A comme un yl-^4-bipolydule. Nous lui associons (4.1.1.3) le 
foncteur 

oo 

1 ® A A: Modoo A -» Mod A. 
Nous savons par lc lcmmc (4.1.1.6) que l'Aoc-morplrismc 

oo 

g M : M ®a A — > M, M G Modoo A, 

est un Aoo-quasi-isomorphismc. Si M est un module differentiel gradue sur A, les multiplications 
mf 1 1 i > 3, sont nulles et 1'Aoo-morphismc gM (construit dans la demonstration du lemme (4.1.1.6)) 
est strict. L'Aoo-morphismc gM est alors un morphismc dc ^4-modules differenticls gradues. Ceci 

oo 

montre que les foncteurs J et 1 ®a A induisent des foncteurs quasi-inverses l'un de l'autre entre 
les categories 

VA et (Mod^ A)[Qis~ 1 ]. 

□ 

Definition 4.1.3.9 Soit A une algebre differentielle graduee (non necessairement unitaire). La 
categorie derivee T>A est le noyau de 

L 

? ® e : VA + ^Ve. 

Remarque 4.1.3.10 Dans lc cas ou A est unitaire, la categorie derivee definie ci-dessus est 
cquivalcnte a la categoric derivee definie en (2.2.3). 

Corollaire 4.1.3.11 Soit A une algebre differentielle graduee (non necessairement unitaire). Les 
categories derivees T^^A et T>A sont equivalentes. 

L 

Demonstration : C'est une consequence du lemme (4.1.3.8) et du fait que lc foncteur ? <S> e 

oo 

est exactement le foncteur ? e. □ 
La categorie de modeles Mod^" 11 A 

Nous utilisons ci-dessous les notations et la terminologie standard des operades diffcrcnticllcs 
graduees (voir par exemple [Hin97]). 

Une operade asymetrique est une suite d'objets O(n), n > 0, de CC munie d'une composition fi 
vcrifiant les memes conditions d'associativite que la composition d'unc operade au sens habitucl. 
Notons <3„, n > 1, le groupe symetrique. La suite KS n <g>K 0(n), n > 0, est un S'-module dans 
CC et /i induit une structure d'operade sur ce S'-module. L'opcradc Ass des algebres associative est 
egale a K6 n ®k Ass (n), n > 0, ou Ass' est une operade asymetrique. 

Soit O I 'operade asymetrique des A. 00 -algebres strictement unitaires. On note U(0,A) = U(A) 
l'algebre enveloppante de A relativement a l'operade O. La categorie Modo^ nct ^4 des A-polydules 
strictement unitaires dont les morphismes sont les Aoo-rnorphismes stricts est bien sur isomorphc 
a la categoric des modules (a droite) sur la O-algcbrc A. Nous avons done un isomorphisme de 
categories 

Mod U(A) Mod 5 ^ rict A. 
Nous deduisons du thcoreme (2.2.2.1) le resultat suivant. 

Proposition 4.1.3.12 Les trois classes de morphismes ci-dessous definissent une structure de 
categorie de modeles sur Mod^" 11 A : 
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- la classe £q formee des Aoo-quasi-isomorphismes stricts, 

- la classe Tib formee des morphismes f : M — * AI' tels que /" est un epimorphisme pour 
tout n (E Z, 

- la classe Cof formee des morphismes qui ont la propriete de relevement a gauche par rapport 
aux morphismes appartenant a Qis PI Tib. 

□ 

Nous rappelons que la categorie derivee VU(A) est isomorphe a la categorie localisee 

Ho ( MocC ict A) . 

Remarque 4.1.3.13 Si A est une Aoo-algebre augmentee, l'algebre enveloppante U(A) est iso- 
morphe a VL+B+A (voir 2.3.4.2). 

Proposition 4.1.3.14 Soit A une Aoo-algebre strictement unitaire. L'inclusion 

J : Mod s ^ rict A -> Modoo A 

induit une equivalence 

Ho ( Mod s ^ ric M) -> (Modoo A) [Qis^ 1 ]. 

Demonstration : 

Premier cas : A est une algebre differentielle graduee unitaire. La suite d'inclusions 

Mod A ^ Mod 5 ^ rict A ^ Mod^ A 

induit une suite de foncteurs fideles 

VA -> Ho ( Mod 5 ^ rict A) ( Modoo A) [Qis' 1 }. 

Le lemme (4.1.3.8) nous donne la pleine fidelite de la composition. Le second foncteur est done 
plein et nous avons le resultat. 

Deuxieme cas : A est une Aoo-algebre strictement unitaire quelconque. 
D'apres la proposition (7.5.0.2), il existe un modele differentiel gradue unitaire A' et une cofibration 
triviale 

i : A -> A' 

strictement unitaire. Le lemme (3.2.4.5) montre qu'il existe une fibration triviale q : A' — > A telle 
que q o i = 1 4 ct i o q est homotopc a 1a 1 - Les foncteurs restriction Res 1 et Res f/ induiscnt des 
foncteurs i* et q* entre les categories homotopiqucs 

Ho ( Mod 5 ^ rict A) et Ho ( Mod 5 ^ rict A') . 

Nous avons claircmcnt i* o q* = 1. Montrons que q* o i* est isomorphe au foncteur identite de 
Ho(Mod^ ric M'). 

Soit A' + Paugmentation de A'. Son algebre enveloppante U(A' + ) est l'algebre differentielle 
graduee Q, + B + A' + (voir 2.3.4.4). Soit j : A' + — » U(A' + ) l'Aoo-morphisme universel construit en 
2.3.4.3. Comme il est un Aoo-quasi-isomorphismc strictement unitaire augmente, il induit une 
equivalence 

VooU(A' + ) -> VooA'+ 
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compatible aux foncteurs 

V^A'+^V^e ct V 00 U(A'+) -»■ V^e. 

La sous-categorie V^A' = Tria A' est ainsi equivalente a la sous-categorie T> oc U(A' + ) = Tria U(A' + ) 
(l'algcbrc U(A' + ) = flB + A' + est la reduction de U(A /+ )). Notons / rA^-morphisme compose ioq. 
Soit / + : A' + — > j4' + lc morphismc augmente associe a /. Notons <? le morphismc 

n + B + f + : U{A'+) -> 

Le morphismc 5 est un morphisme d'algcbrcs diffcrcnticllcs graduccs unitaircs. Pour montrcr que 
Res^ induit un cndofoncteur de Ho Mod!^ rlct A' qui est isomorphe au foncteur identite, il sufHt de 
montrer que Res 9 induit un cndofoncteur de T>U(A I+ ) isomorphe au foncteur identite. Lc morphismc 
g est clairement homotopc a 1 dans la categoric Alg^. Lcs morphismes g et 1 deviennent done 
egaux dans Alg[Qis _1 ] (voir 1.3.1.3). Comme £l + B + A' + est une algebre presque libre co-augmentee, 
elle est un objet fibrant et cofibrant de la categorie de modeles Alg (voir 1.3.1). II existe done une 
homotopie a droite entre 1 et g. Le lemme (4.1.3.15) ci-dessous montre que l'endofoncteur g* de 
VU(A' + ) induit par Res 5 est isomorphe a l'identite. □ 

Lemme 4.1.3.15 Soit A et B deux algebres differentielles graduees unitaires. Soit g et g' deux 
morphismes A — > B unitaires homotopes a droite. Les foncteurs restriction le long de g et g' 
induisent des foncteurs isomorphes 

VB -► DA. 

Demonstration : On rappelle qu'une algebre de chemins B 1 , e'est-a-dire un objet de chemins 
pour B dans la categorie de modeles Alg, est un objet de Alg muni de morphismes 

B -U B 1 B x Si, 

ou Bq et B\ sont egales a B, tels que i est une equivalence faible et p o i est une factorisation de 
la diagonale B Bq X B\. Notons po et p\ les morphismes composes 

B I ^>B xB 1 ^B Q ct B^BoxBi^Bi. 

Nous avons les egalitcs po o i = pi o i = 1. 

Les morphismes g et g' sont homotopes a droite relativement a l'algebre de chemins B 1 , il existe 
done un morphisme H : A — > B 1 tel que po o H = g ct p\ o H = g' . Ceci montre que 

Res 9 = Res ff o Res Po ct Res 9 ' = Res H o Res Pl . 

Pour montrer que Res 9 ct Res 9 induisent des foncteurs isomorphes dans les categories derivees, il 
suffit de montrer que Res Po ct Res Pl induisent des foncteurs isomorphes dans lcs categories derivees. 
Nous avons les egalitcs 

1 = Res 2 o Res P0 = Res 1 o Res Pl . 

Comme i est un quasi-isomorphismc, Res 1 induit une equivalence dans les categories derivees. Nous 
en deduisons que Res Po et Res Pl induisent des foncteurs isomorphes dans les categories derivees. □ 
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4.2 La categorie derivee des bipolydules 

Les demonstrations de cette section sont omises car similaires a celles de la section 4.1. 

oo oo 

Le foncteur M ® ? ® M" 

Soit O, O', O" ct O'" des objets de C. Soit A (rcsp. A', A", A'") unc A^-algebrc dans C(0, O) 
(rcsp. C(0',0'), C(0",0"), C(0"',0"')). Soit M (resp. M") un A-A'-bipolydule (resp. A"-A"'- 
bipolydule) dans C(0,0') (rcsp. C(0",0"')). On dcfinit lc foncteur 

Nod 00 (A', A") -> Nodoo^A'"), M' h-> M® M' ® M, 
par l'egalite de B+4-B+4'"-bicomodulcs diffcrentiels graducs 

oo . oo 

B(M ® M' ® M) = BM □ b +a'BM' □ B+A „BM, 

oil □ dcsigne le produit cotensoriel (voir 4.1.1). 

La categorie derivee V 00 (A,A') 

Soit eo et ec les elements neutres de C(0,0) et C(0',0') considcrcs commc des Aoo-algcbrcs 
augmentees. Considerons eo et eo' comme un eo-^4+-bipolydule et un A' + -eo'-bipolydule. 

Definition 4.2.0.1 La categorie derivee V oa (A' , A") est le noyau du foncteur 

oo oo . . 

eo <8>A'+? ®A"+ eo' : £>oo(-4 + , A + ) -> V^eo, e ')- 
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La sous-categorie Tria(A, A') 

Supposons que la categorie C admet un objet final P. Soit x : P — ► O un morphisme de C. Lc 
morphismc x induit un foncteur 

ar» : C(0,P) -► C(P,P), M ^ M{x). 

Nous supposons que ce foncteur admet un adjoint a gauche 

\x : C(P,P) -> C(P,0). 

Nous avons un ^4-polydule a gauche 

x v = .4 ®o !»(ep)i 

dont la structure est donnee par les multiplications de A. 

Remarque 4.2.0.2 Cette notation est justifiee par le fait suivant. Dans Pexemple apparaissant 
dans l'etude des Aoo-categories (5.1.1), un objet final est un ensemble a un element. Soit P un tel 
ensemble ct O un ensemble. Soit x une l'application P — > O donncc par un clement (note aussi x) 
de O. lc A-polydulc x v est l'Aoo-foncteur corcpresente par x 

x v = A(x,l). 

□ 

Soit x : P ->• O ct y : P -> ©' des morphismcs dc C. Lc O-O'-bimodulc 

x y <E>p y A = A <g>0/ \x(e P ) <g> P yi(e v ) ®o' ^' 

est un 4.-4/-bipolydule. La categorie Tr\a(A, A') est la sous-categorie triangulee de V 00 (A + , A' + ) 
engendree par les 

x v ® T y^ xeC(P,0), s/eC(P,0'). 

Proposition 4.2.0.3 S'oii 4 ei A' des A^-algebres H-unitaires. Nous avons une suite exacte de 
categories triangulees 

Tr\a{A,A') ^ V oc (A + ,A ,+ ) -» V^e^e'®). 

En particulier, la categorie derivee "D^A est egale a Tria(4, A'). □ 

Theoreme 4.2.0.4 Soit A et A' deux A^-algebres strictement unitaires. Les categories suivantes 
sont equivalentes : 

Dl. la categorie derivee T> 00 {A 1 A') de (4-2.0.1), e'est-d-dire, la sous-categorie triangulee Tr\a(A 7 A') 
deV oa {A+A'+) (4.1.2.10), 

D2. la categorie (bien definie) 

H 00 (A,A') = Mod 00 (A,A')/~ 
oil ~ est la relation d'homotopie, 

D3. la categorie localisee 

(Modoo(A, A'^iQis- 1 } 
oil Qis est la classe des Aoc-quasi-isomorphismes de Modo^A, A'), 
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D4. la categorie localisee 

[Mod^iAA'^Qis- 1 ] 

de la categorie Mod^ rict (A, A'). 

Demonstration : Les equivalences entre les categories de Dl, D2 et D3 se montrent de la meme 
maniere que dans le theoreme (4.1.3.1). Inequivalence entre les categories de D3 ct D4 dans le cas 
ou A et A' sont des algcbrcs diffcrcnticllcs graduccs unitaires se prouve comme dans la proposition 
(4.1.3.14). Si A et A' dont des Aoo-algebres strictement unitaires quelconques, nous procedons de 
la maniere suivante. On montre comme dans la proposition (4.1.3.14) que l'inclusion 

Mod (U(A), U(A')) ^ Modoo^A') 

induit une equivalence 

Ho(Mod(U(A),U(A'))) (Mod^A, A')) [Qis -1 ]. 
Comme cette equivalence est la composition des foncteurs fideles 

Ho(Mod(U{A),U(A'))) -► ( Mod s ^ rict (A, A')) [Qis^ 1 ] ( Mod oc (A 1 A')) [Qis^ 1 ] 



le foncteur K est plein. II est done une equivalence. 



□ 
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Chapitre 5 

Aoo-categories et Aoo-foncteurs 



Plan du chapitre 

Une Aoo-categorie est une Aoo-algebre avec plusicurs objets, et reciproqucmcnt, une Aoo-algebre 
est une Aoo-categorie avec un objet. Les problcmcs souleves par raugmentation du nombre d'objets 
sont nombrcux ct la generalisation dcs rcsultats dcs chapitres precedents est parfois tres technique. 

Dans la section 5.1, nous lixons des notations qui codcnt la variation des ensembles d'objets 
des petites Aoo-categories. Nous introduisons pour cela une bicategorie C dont les objets sont 
les ensembles, puis nous dennissons une petite Aoo-categorie dont l'ensemble des objets est en 
bijection avec un ensemble O comme une Aoo-algebre dans la categorie (monoidale) C(G>, O). Nous 
dcfmissons ensuite les Aoo-foncteurs. 

Dans la section 5.2, nous definissons les categories differentielles graduees des (bi)polydules sur 
des Aoo-categories. 

Dans la section 5.3, nous etablissons un lcmme (dit lemme clef) qui sera fondamental dans la 
construction de l'Aoo-foncteur de Yoneda (7.1.0.1) et celle de l'Aoo-foncteur de Yoneda generalise 
(8.2.1). 

5.1 Definitions 

5.1.1 Les categories de base C(0,0') et C(O) 

Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de cette partie. Nous construi- 
sons une bicategorie C dont les objets sont les ensembles (voir [ML98, Chap. XII, §6] pour les 
bicategories). 

Soit IK un corps. Le produit tensoriel au-dessus de K est note <g>. Soit O un ensemble. Considerons 
le comme la petite categorie dont les objets sont en bijection avec O et dont l'espace des morphismcs 
o — > o' est vide si o o', ct contient uniqucment le morphisme identite I sinon. 

Soit O, ©' et O" trois ensembles. Un O' -O-bimodule (resp. un O-module a droite) est un foncteur 

M : O op xO'^ VectK, (resp. M : O op VectK^) 

oil VectK est la categorie des K-espaces vectoriels. Un morphisme de bimodules (resp. de modules) 
est un morphisme de foncteurs. Nous notons C(0,0') et C(O) ces categories. Soit M un objet de 
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C(0,0') et N un objet de C(O',<0)")- Le produit tensoriel M &®> N au-dessus de O' est l'objet de 
C(0,0") defini par 

(M ©o/ N) {o",o) = M(o', o) iV(o", o'). 
o'eO' 

Nous noterons simplement le tenseur au-dessus de O' lorsque cela ne pretera pas a confusion. 
Le produit tensoriel au-dessus de ©' nous donne un fonctcur 

C(0',0) x C(0",0') -> C(0",0'), {M,N) <-> M O ' iV, 

et si O'" est un ensemble et T un objet de C(0",0"'), on a des contraintes d'associativite 

(M 0o' JV) 0o» T M 0o' (JV 0o» 

Soit / : O — + O' une application. On a un foncteur 

C(0",0') — ► C(0",0), 

qui envoie le 0'-0"-bimodule M sur le 0-0"-bimodule 

M f : O op x O" -> VectK 

o x o" i ► M(fo,o"). 

De maniere similaire, si g : O — > O" est une application, on a un foncteur 

C(0", O') — ► C(0, 0'), M h+ 

La categorie C(0,0') est K-lineaire abelienne, semi-simple, cocomplete, aux colimites filtrantes 
exactes (i.e. c'est une K-categorie de Grothendieck semi-simple). Par la section 1.1.1, nous avons 
les categories C?rC(0,0') des bimodules gradues et CC(0, O') des bimodules differentiels gradues. 
Remarquons que le produit tensoriel 0q et le bimodulc 

eo(— , — ) = KHom (— , — ) 

definissent une structure de categorie mono'idalc sur (C(0, 0), 0, eo). Le foncteur 

C(0',0') -> C(0,0), M^fMf, 

est compatible a la structure mono'idale. Comme la categoric C(O) est isomorphe a, C({*},0), ou 
{*} est un ensemble a un clement, nous obtenons une action a droite de la categorie mono'idalc 
C(0, O) sur C(O) 

C(0)xC(0,0)->C(0), (M, N) h-y M Q N. 

Remarque 5.1.1.1 Soit A une petite K-categorie dont Pensemble des objets est en bijection avec 
un ensemble A. Le A-A-bimodule 

Horru : A x A' >-> Hom A (A,A'), 

muni des morphismes 

fi : Horrid Horrid — > Hom^ et rj : e& — > Hom^, 1a >— * 1a, 
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donnes par la composition de A et par les morphismes identite 1a de A, est une algebre unitaire 
dans la categorie des A-A-bimodules. Reciproquement, une algebre unitaire dans la categorie des 
A-A-bimodules definit une petite K-categorie dont l'ensemble des objets est en bijection avec A. 

Soit A et B deux petites K-categories dont les ensembles des objets sont en bijection avec des 
ensembles A et B. Soit / : A — ► B un foncteur. On note 

./ : Ob]A^ Ob]B 

l'application qui envoie A sur son image par le foncteur /. Le foncteur / induit un morphisme 
d'algebres unitaires 

Horru -> j Hornby, ih/(i), 

Reciproquement, si A et A' sont deux algebres unitaires dans les categories des A-A-bimodules et 
des B-B-bimodules, une application / : A — ► B et un morphisme d'algebres unitaires A — > yA'y 
dans la categorie C(A, A) definissent un foncteur entre les K-categories correspondantes. 

Definition 5.1.1.2 Soit A un ensemble. Une (petite) categorie differ entielle graduee sur A est une 
algebre diffcrcnticlle graduee unitaire dans C(A, A). 

5.1.2 Definitions 

Definition 5.1.2.1 Soit A un ensemble. Une Aoa-categorie sur A est une Aoo-algebre dans la 
categorie 

(£rC(A,A),©,e A ). 

Remarque 5.1.2.2 Soit A HUG AoQ-CcltG gorie. Elle est determinee par 

- un ensemble d' objets Ob] A = A, 

- pour tout couple {A, A') d'objets de A, un espace gradue de morphismes 

Hom A (A,A')=A(A,A'), 

- pour toute suite (Ag, . . . ,A n ) d'objets de A, des compositions 

m n :A(An-i,A n )®...®A(Ao,Ai) -^A(A ,A n ), 

verifiant les equations (*„), n > 1, de la definition 1.2.1.1, 
Si A est homologiquement unitaire (en tant que Aoo-algebre dans QrC(A, A)) alors, pour tout objet 
A 6 A, nous avons un morphisme identite Ia £ A(A, A) tel que sa classe [La] dans H*A(A, A) 
verifie 

f i(f,[I A ])=f, f G H*A(A,A') et fi([I A ],g)=g, g £ H*A{A' , A), 
ou fi est la composition de H*A induite par m-i. 

Remarque 5.1.2.3 La composition mi induit une composition associative 

/i : H°A H°A -» H°A. 

Si A est homologiquement unitaire alors H°A est une categorie au sens classique. Le morphisme 
identite d'un objet A £ H°A est la classe [1^]. 
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Lemme 5.1.2.4 Soit B un ensemble, B une K^-categorie surM homologiquement unitaire et 

f : A B 

une application, he K-K-bimodule gradue fBf est une Koo-categorie homologiquement unitaire pour 
les compositions et les morphismes identite induits par ceux de A. □ 

Definition 5.1.2.5 Soit A et B deux ensembles et A et B deux Aoo-categories sur A et B. Un 
Aqo -foncteur 

f-A^B 

est la donnee d'un couple (/, fnom) forme d'une application 

/ : A -> B 

et d'un Aoo-morphisme dans la categoric QrC(A, A) 

fv\om • A ► f^f' 

Nous noterons souvent ce dernier / au lieu de /H om . L' Aoo-foncteur identite de A est note 

1a ■ A -> A. 

Attention a ne pas confondre ce symbole avec 1^, le morphisme identite d'un objet A £ A. 

Remarque 5.1.2.6 Soit A et B deux petites Aoo-categories. Un Aoo-fonctcur / : A — > B est 
determine par 

- une application 

/ : Obj A -> Obj B, 

- pour toute suite (Aq, ■ • • j A n ) d'objets de A, des morphismes 

/„ : A(A n ^ u A n ) ® . .. ® ^.(Ao, Ai) -» BifAojAn), 

vcrifiant les equations (** n ), n > 1, de la definition 1.2.1.2. 

Remarque 5.1.2.7 Soit A et B deux petites Aoo-categories sur A. Un Aoo-morphisme / : A — > <B 
dans C(A, A) donne un Aoo-foncteur 

(l A ,/):^-»B, x~f(x). 

Reciproquement, un Aoo-foncteur (/, /) dont l'application sous-jacente / est egale a 1a donne un 
Aoo-morphisme / : A — > B. 

Rappel sur la construction bar 

Soit A et B deux Aoo-categories et / : A — > B un Aoo-fonctcur. Rappelons que les bijections de 
la section 1.2.2, 

mi <-> b l hresp. fi^F^j, i> 1, 
entre les espaces de morphismes 

Hom grC(A , A) (_4 \ .4) et Hom gK;(A , A) ((S7l) \S,4) 
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(resp. Hom gr . C (A,A)(-A 0i ,/Sy) et Hom g . rC(AiA) ((SA) G \ 
sont definies par les relations 

cu o bi = —mi o u> Ql (resp. u> o Fi = (— l)' Fi '/i ° ^ 0J J , 

ou ^ est un morphisme gradue de degre \Fi\ et u> = s . Un foncteur / : A — ► £> est la donnee 
d'une application / : Obj — > Obj et d'un morphisme differentiel gradue 

F = Bf : BA — ► BjBj 

dans la categorie Cogc(A,A) des cogebres cocompletes differentielles graduees de C(A, A). 

Definition 5.1.2.8 Soit A un ensemble et A une Aoo-categorie sur A. Un A-polydule est un A- 
polydule dans QrC(A) (voir 2.3.1.2). II est donne par un A-module a droite 

M : A op GrC 

muni de morphismcs gradues de A-modules a droite 

m, : MQA Qi ~ l M, i>l, 

de degre 2 — i, tels qu'une equation (*' n ), n > 1, de la meme forme que l'equation (*„), n > 1, de 
la definition 1.2.1.1 est verifiee. 

Remarque 5.1.2.9 Soit V un objet de C(A). Le A-module VGA muni des morphismes 

l v ®m l :(VQA)(DA Qi - 1 ^V(DA, i > 1, 
est un ^4-polydule. En particulier, si A est un objet de A, le A-module 

A(-,A) = e(-,A)QA 
est un ,4-polydules dans C(A). On le notera A A . 

Definition 5.1.2.10 Soit A et B deux ensembles et A et B deux Aoo-categories sur A et B. Un 
A-B-bipolydule est un „4-£>-bipolydule dans QrC(A,M) (voir 2.5.1.3). 

5.2 Categories differentielles graduees des polydules 

La categorie CooB + A 

Soit A un ensemble et A une Aoo-categorie sur A. La categorie CooB + A a pour objets ceux de 
Comc-B+A Si N et N' sont deux objets de Comc-B + „4, l'espace de morphismes 

Ho mCxB+A (N,N') 

est l'espace des morphismcs unitaircs gradues de comodules N — > N' muni de la diffcrcnticllc 

6:F^b N 'oF-(-l)^Fob N , 
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ou F est de degre \F\. C'est une categorie differentielle graduee. Remarquons que la categorie 
Come B + A est isomorphe a la categorie Z [) C oa B + A 1 i. e. la categorie dont les objets sont ceux de 
CaoB + A et dont les morphismes sont les zero-cycles des complexes de morphismes de C oa B + A. 

La categorie MooA 

La categorie MooA est la categorie differentielle graduee dont les objets sont les ,4-polydules et 
dont les espaces de morphismes sont definis par 

Horrw^M, M') = Hom CaoB+A (BAI, BM'), M, M' e MooA. 

Un morphismc / : M — > M' de degre n est done donne par une suite de morphismes gradues de 
A-module 

fi -.MQA 01 - 1 -> M' 

de degre 1 — i + n. Les Aoo-morphismcs / : M — > M' sont les zero-cycles de Homc 00 ^i(M, M'). (La 
lettre M se rapporte au 'Won" dans "„4-polydules non unitaircs" .) 

Remarque 5.2.0.1 Soit B gorie et X un 23-,4-bipolydules. Nous avons un isomor- 

phisme de complexes 

Hom^ (A, M) = Hom MaaA {X A , M), M G M^A, 

ou Ho°m^(A, M) est defini en (4.1.1). 
La categorie CooA 

Supposons desormais que A est strictement unitaire. Si M et M' sont deux ,4-polydules stric- 
tement unitaires, un morphisme / : M — > M' de degre n est strictement unitaire s'il verifie les 
equations 

.A(1® Q (8)77 1^) =0, i>2. 

Nous notons (A/ r 00 ^4) t( la sous-categorie pleine de A/oo-4 formee des ,-4-polydules strictement uni- 
taires et CooA la sous-categorie non pleine de A/"oo^4 formee des ,4-polydules strictement unitaires 
dont les morphismes sont les morphismes strictement unitaires. Remarquons que si A est aug- 
mented, nous avons un isomorphisme de categories 

CooA * MooA. 

Remarque 5.2.0.2 La categorie H°CooA est clairemcnt isomorphe a TiooA (voir la definition 
4.1.2.1). Elle est equivalente a la categorie T>ooA par le corollaire 2.4.2.2. 

Proposition 5.2.0.3 L'inclusion 

CooA ^ M oo A 

induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. 

Demonstration : La demonstration est la meme que celle de la proposition (3.3.1.8). Au lieu 
de considerer uniquement les Aoo-morphismes, i. e. les morphismes de MooA qui sont des cycles 
de degre zero et les homotopics entre Aoo-morphismes, nous considcrons les morphismes de degre 
quclconque qui sont des cycles. □ 
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La categorie Coo(A, B) 

Soit A et B deux ensembles et A et B des Aoc-categories sur A et B. La categorie Afoo(A, B) 
est construite de maniere strictement analogue a MooA. Soit la categorie differentielle graduee 
C oa {B + A 1 B + B) dont les objets sont ceux de Comc(-B+4, B + B). La categorie N' OQ (A 7 B) est la 
categorie differentielle graduee qui a les memes objets que que Nod oc (^4, B) et dont les espaces 
de morphismes sont definis par le sous-espaces 

Ho% 1oW b)(M,M') = Hom Coo{B+A>B+B) {BM,BM'), M,M' G Coo(A,B). 

Si A et B sont strictement unitaires, on definit les categories {M X {A, S)J et C QO (^4, B) de 
maniere analogue aux categories {MooA) et Coo A La categorie Modoo(^4, B) est isomorphe a 
Z°Coo(A, B). 

Proposition 5.2.0.4 L'inclusion 

Coo(A,B) ^ Moo(A,B) 

induit un quasi- is omorphisme dans les espaces de morphismes. □ 

5.3 Lemme clef 

Le lemme ci-dessous sera utile pour la construction de l'Aoo-foncteur de Yoneda (voir 7.1.0.1). 

Soit A et B deux ensembles, M un objet gradue de C(A,B) et A et B deux Aoo-categories sur 
A et B. Soit une famille de morphismes gradues de A-B-bimodules 

m;j : A Qa1 a M 0b B 0bJ -» M, i, j > 0, 

de degre Munissons les cogebres tensorielles co-augmentees T C SB et T C SA des differentielles 

b A et b B des constructions bar co-augmentees. Les morphismes 

b 0J : SM 0b (SB) ' 1 -> SM, j > 0, 

donnes par les bijections mo t j <-> &o,j de la section 2.5.1, se relevent (voir 2.1.2.1) en une unique 
coderivation de comodules gradues dans C(A, B) 

D : SM 0b T C {SB) -► SM B T C {SB). 

Notons End = End^(5M 0b T c (SB)j l'algebre des endomorphismes gradues de B+B-comodulcs 
dans la categorie C(A, B). Rcmarquons que cet un objet de la categorie C(A, A) est aussi defini par 

End{A,A') = Homg {M, M{— , A')) {A), A, A' 6 A, 

ou Horn est le foncteur defini en (4.1.1). Nous munissons End des trois morphismes 

mo : eA — > End, 1 — D 2 

toi : End End, / ^ D o / - {-Iff o D 

TO2 : End 0a End — > End, / g / ° .9, 



140 



Chapitrc 5 : Aoc -categories et Aoo-foncteurs 



oil f est un morphisme de degre r. lis verifient les equations 

nil ■ m n — 0, m 2 (m 1 + 10 mo) +m 1 = 

mi{m\ 1 + 10 mi) — mim 2 = et to 2 (1 to 2 — to 2 1) = 0. 

Une algebre differentielle graduee (A, d, n) verifie clairement ces equations pour m = 0, mi = d et 
to 2 = (J-- Reciproquement, si M est un objet gradue muni de morphismes m , mi et m 2 verifiant 
ces equations, (M, mi,m 2 ) est une algebre differentielle gradue si mo est nul. 
Soit les morphismes gradues de A-A-bimodules 

fi : A &1 -► End, i > 1, 

de degre 2 — i, definis par l'equation 

Fi{4>) =«(*) g SEnd, 

ou i<i est donne par la bijection <-> Fj, ou <fi est un element de (SA) &1 de degre et ou le 
morphisme $ est l'unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition pio$ a pour composantes 
les morphismes 

f— il'*'<40i b- - 

SM {SB)®? ^ (S.4) 04 SM (S'S)®^' —^4- SM, j > 0. 

Lemme 5.3.0.1 Les enonces suivants sont equivalents. 

a. Le triplet (End, mi, ra 2 ) est une algebre differentielle graduee et les morphismes f i7 i > 1, 
definissent un A^-morphisme 

f :A^ End, 

oil End est munie de lA^- structure de la remarque 1.2.1.5. 

b. Les morphismes rriij, i,j > 0, definissent une structure de A-B-bipolydule sur M. 

Demonstration : Supposons que l'enonce a est vrai. Nous allons montrer qu'il est equivalent 
aux equations 

J2 b.(l &k Ob. 0l 0m ) = 0, n>0, 

ou les symboles b, doivent etre interpreted convenablement. Ces equations sont equivalentes aux 
equations (*"), n + 1 + n' > 1, de la definition 2.5.1.3. 

Commc (End, mi, m 2 ) est une algebre differentielle graduee, le morphisme mo est nul. Ceci veut 
dire que D est une differentielle de comodules. L'equation D 2 = est equivalente aux equations 

]T & o ,;Ooj©l 0fc )+ ]T Ml 0fc ©frJ©l 0m ) = 0, n>0. 

l+j+k—n h-\-j-\-m=n 

En vertu de la section 1.2.2, le fait que / est un Aoo-morphisme se traduit par le fait que la 
suite des morphismes Fi, i > 1, definit un morphisme de cogebres diffcrcnticllcs graduees 

F : B+A -> B+End. 
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Ceci equivaut aux equations (** n ), n > 1 : 

F ; (l 0l ©6/©l 0fe )^ nd (F„)- J2 bl nd (F l QF 1 ) = Q. 

i+j+k—n i-\-j—n 

On rappelle que la definition des bijections mf nd <-> bf nd , i > 2, implique que 

6^ nd o s = -s o m^d ct &!f d os 02 = som!f d . 

Soit m y un element de de SM (S73) ™. Calculons l'image de m y par 6| nd (J^ F,-)((/>) 
ou 4> = 4>j <f>i : 

^ nd (F Fj)(0)(m y) = 6f nd (s$i s$j)(m y) 
= (-l)l**l6| nd (s s)($i $j)(m y) 
= (-l)l**lsm| nd ($ l $ 3 -)(m y) 

= Efc+^C-l) 1 **^ 1 **^ 1 ^ 1 *^^ © hkttj © Ism l 0fe ) l Gl )(m © y) 

- E* +( =„(-i) l<w+1 sM& Ism i 0fc ) y) 

= E k+ l=n(-l) W+1 shl(lfA &i,i(lf5l Is* © 10fc ) © "» 

puis 6f nd (F„)(^)(m©y) : 

&?" d (F»)(Mtf) (m0y) 

= -s?7if nd (&)(m y) 

= -s(6 • $ - (-1)1*1$ • b)(m y) 

= -.^^W-i^'MWW- Ism i 0fc ) i ') + 

Eu+v+l=n -("I)' ' W+1+K00 ISM 1°" 6? I®') + 

- (-l)l*l6i +J)U+ i + ,(^ b 0>n (l SM I ")] (m y) 
= (-l) l0l+1 S [E fe+; =„ Mfc^C^ Ism l 0fe ) I ') + 

Zu +V+ l=n h +j , u+ X + l(lfJ: j ISM I " 6? I ') + 

b i+j , u+1+ i{lfJ j 6 ,n(lsM I ™)] m y) 
et enfin F/(l 0i bf l 0fc )((/))(m y) : 
F(l 0i Obf& l 0fc )(0)(m y) = 

Eu + v + t= l+J (-^ W+1 bu + i+t,n^sl 0^0 Ism l n )(<t> m y). 

Les equations (**„), n > 1. et le fait que la codcrivation D est une differcntiellc sont done 
equivalents aux equations 

^6.(1°" 6. 0l 0l ') = O 
ou les 6, et les 1 doivent etre interpreted convenablement. □ 

Soit M un .4-£)-bipolydule. Soit A un objet de A. On munit le A-module M(—,A) de la 
structure de £>-polydule donnee par les morphismes rrij, j > 1, de IB-modules 



m . 



i-i(—,A) : (M © B^- 1 ) (-, A) M(-,A), j > 1. 
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Corollaire 5.3.0.2 L 'application 

M ■ A -> ObjNocB, A^M(-,A) 
se complete de maniere canonique en un Aoo-foncteur 

6 M : A -> AfooB. 

Demonstration : Lc A-A-bimodulc 

H omjv'oo b (&m — > @m — ) 
est par definition l'algebre des endomorphismcs 

c'est-a-dire, l'algebre End du lemme clef. Le foncteur canoniquemcnt associe a M est donne par les 
morphismes 

fi : A &1 -» Hom MaoB (9 U -,9u-), i > 1, 
du lemme 5.3.0.1. lis dcfinissent un Aoo-foncteur car 

/:„4^End 

est un Aoo-morphisme. □ 

Corollaire 5.3.0.3 L 'application M t— > M de la classe des A-B-bipolydules sur la classe des 
Aoo-foncteurs A — > MooB est une bijection. Son application inverse associe a un Aoo-foncteur 

{g,g):A^NooB 

le A-M-bimodule 

M(A,B) = (g(A))(B) 
muni des multiplications TUij, i,j > 0, donnees par 

rrnj-i = (gi)j. 

□ 

Le cas strictement unitaire 

Supposons desormais que A et B sont des Aoo-categories strictement unitaires. 
Remarque 5.3.0.4 Soit M un .4-£>-bipolydulc. L'Aoc-morphisme 

f:A^End 

du lemme clef (5.3.0.1) est strictement unitaire si et seulement si les compositions 

m5(l 0Q 77 1 0/3 ® 1 M ® i,j > 0, 

sont nullcs pour ^ (1,0) et si elle est l'identite si (i,j) — (1,0). 
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Remarque 5.3.0.5 Si M est un _4-£>-bipolydule strictement unitaire, le £>-polydules M(— ,A), 
A £ A, est strictement unitaire et l'Aoo-foncteur 

du corollaire (5.3.0.2) se factorise par un foncteur 

A ► CqqIS. 

Remarque 5.3.0.6 La bijection M i— > Om du corollaire (5.3.0.3) se restreint en une bijection 
de la classe des „4-Z?-bipolydules strictement unitaires sur la classe des Aoo-foncteurs strictement 
unitaircs A — » CooB. 
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Chapitre 6 

Torsion d'Ann-structures 



Dans les chapitres 7 et 8, nous allons construire des Aoo-categories dont les compositions sont 
construitcs par un processus de torsion que nous decrivons dans ce chapitre. 

En theorie des deformations des algebres de Lie diffcrcnticlles graduecs (ou algebres associatives 
diffcrcnticlles graduecs), la technique de la torsion est bien connue (pour un panorama, voir par 
exemple [Huc99]). La version Aoo (ct L^) a etc introduite dans [FOOO01, Chap. 4] (voir aussi 
[FukOla]). Notre demonstration du fait que les compositions tordues definissent bien une struc- 
ture Aoo est diffcrcntc. La torsion d'unc Aoo-algebre A par une solution a l'equation de Maurer- 
Cartan generalisee modifie non seulement la differentielle mi mais aussi toutes les multiplications 
superieures. 

Ce chapitre est divise en deux sections. Nous traitons d'abord le cas simple ou la torsion est 
tensoriellement nilpotente, puis lc cas oil les Aoo-structures sont topologiques. Nous montrons que si 
/ : A — > B est un Aoo-foncteur qui induit des quasi-isomorphismes dans les cspaccs de morphismes, 
sa torsion induit aussi des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes (6.1.3.4). 

6.1 Le cas tensoriellement nilpotent 

6.1.1 Elements tordants 

Soit A un ensemble et A une Aoo-categorie sur A. Munissons Pelement neutre e = e& pour le 
produit tensoriel 0a de la structure de cogebre donnee par la contrainte d'unitarite de la categorie 
monoi'dale de base C(A,A) (voir 5.1.1 et 1.1.1) 

e e e. 

Considerons e comme une cogebre differentielle graduee concentree en degre 0. 

Definition 6.1.1.1 Un element tordant (tensoriellement nilpotent) est un morphisme gradue x : 
e — > A de degre +1 tel que 

(1) la composee s o x se releve en un morphisme de cogebres 

X : e -> BA, 

(2) et ce morphisme X est compatible aux differentielles. 
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Remarque 6.1.1.2 Notons p\ la projection BA — > SA. La composition avec la projection donne 
une bijection 

Homco g (e, BA) Hom n n(e, SA), 

oil Hom„i;(e, SA) est l'ensemble des morphismes gradues <j> : e — > S.A de degre tels que, pour tout 
A € A, il existe un TV tel que ^>® n A n-1 (Iyi) = pour n > N. Nous en deduisons qu'un morphisme 
gradue x : e — > A de degre +1 est un element tordant si et seulement si 

(1) il est tensoriellement nilpotent : pour tout objet A e A, l'element x(1a) & A(A,A) de degre 
1 est tel que x(Iyi) " est nul pour un certain n > 0, 

(2) il verifie l'equation de Maurer-Cartan 

oo 

^2m t (x(I A ) ■ • ■ Qx(I A )) = 0, A 6 A. 
(La somme est finie grace a la proprictc dc nilpotence tensorielle). 



6.1.2 Torsion des Aoo-categories 

Soit A un ensemble et A une Aoo-categorie sur A. Soit x un element tensoriellement nilpotent 
de A. Soit 

g : T C SA = e © T^SA -» 

le morphisme de composantes [sx,pi], ou p\ est la projection T c SVl — > SVL Soit le morphisme de 
A-A-bimodules 

: T c 5^ -> T C S*„4 = 0(5^) 04 

i>0 

dont la composee avec la projection sur (SA) Qt est le morphisme 

(g Gi ) o A w si % > 1, l e sinon. 

II est clairement un morphisme de cogebrcs co-unitairc et il est bicn defini car sa restriction au 
sous-objet (SA) &1 G C(A, A) est egale a la somme (bien definie par la propriete de nilpotence 
tensorielle) 

J2 E(( sx )°' W ( sx ) 0/l © • • ■ © Isx M '*- 1 is^ (sx) eh ), 

l>0 

oil Iq + . . . + It = I. Remarquons que la composition 

^oe:e-> T C SA = e © T^SA, 

ou s est la co-augmentation de T C SA, a pour composantes le morphisme l e et le relevement X de 
sox. La matrice de 

^©(^'-►©(SU)®' 

i>0 i>0 
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est triangulaire inferieure et sa diagonale est celle do l'identite. Le morphisme <f> x est done un 
automorphisme co-unitaire (non co-augmente) de la cogebre graduee co-augmentee T C SA. La 
differentielle de la construction bar BA nous donne une differentielle 

b : T C SA -» T C SA 

qui s'annule sur la co-augmentation. Soit la composcc 

D x = (j)' 1 o b o 4> x : T C SA -> T C SA. 

Supposons que x vcrific l'cquation de Maurer-Cartan. Le rclcvcment X : e — > T C SA de s o x est 
diffcrentiel gradue. La composition 



bocj) x oe = bo 



le 

X 



T C SA = e © T C SA 



est done nulle ct on a D x o e = 0. Posons 6^ le morphisme donne par la fleche verticale de droite 
du diagrammc de suites exactes 











■ T C SA ■ 

■ T C SA ■ 







0. 



*■ T C SA 

Comme D x est une (1, l)-coderivation de T C SA, le morphisme b x est une (1, l)-coderivation de 
T C SA. Comme D x = 0, la coderivation b x est une diflerentielle de la cogebre T C SA. Elle est 
determinee (1.1.2.2) par les composantes 

(b x )i : (SA) Qi SA 

de sa composition avec la projection sur 5*^4. 

Lemme 6.1.2.1 Soit i > 1. Le morphisme (b x )i est la somme 

Y, bi +m ((sx) &l ° 1 SA © (sx) Gh . . . 1 SA © (sx) Qh ~i 1 M © (sx) Qh ), 



oil Iq + . . . + li = I. 

Demonstration : Remarquons que D x restreint au sous-objet T C SA de T C SA est cgal a b x 
Nous devons calculer 

(pi °D x )\ {SA)&i = (p! o^ 1 o 6o 0^)1 (s>t) oi i > 1. 
Comme la matrice des coefficients de 

i>0 



b x : 0(^) ^" 0(^) ( 

j>0 



est triangulaire inferieure et comme sa diagonale est celle de l'identite, la matrice de 4> x 1 est de la 
meme forme. Ainsi, les morphisme pi o (j) x o b o 0^ et pi o b o (f> x restrcints a (SA) Ql sont egaux. 
Ceci demontre le lemme. □ 
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Definition 6.1.2.2 (K. Fukaya [FOOO01] (voir aussi [FukOla])) V Aoo-categorie tordue A x 
sur A est le A-A-bimodulc A x = A dont la construction bar BA X est la cogcbrc tcnsoricllc reduite 
differentielle graduee 

(T°SA, b x ). 

Ses compositions 

sont done definies par la sommc 

^^(-l) 8 ™^ ' 01^0 z ' 1 0...0U0 x ^" 1 01^0 x QU ), 
i 

ou l'exposant du signe est s = Xa<t<i t x h (Cette somme infinie definit bien un morphisme grace 
a la proprictc dc nilpotence tcnsoricllc de x). 

6.1.3 Torsion des Aoo-foncteurs 

Soit A ct B deux ensembles, A ct B deux Aoo-catcgorics sur A ct B. Soit 

(/,/): 4- B 

un Aoo-foncteur et x et x' des elements tordants de A et B verifiant unc relation dc compatibilitc 
avec / qui sera precisec plus bas. Cette relation dit approximativement que l'image de x par / est 
x' . Le but de cette section est de construire un Aoo-foncteur tordu 

A x ► B x i . 

Munissons le A-A-bimodule jBj de la structure de Aoo-categorie sur A du lemme 5.1.2.4. Nous 
notons B' cette Aoo-categorie sur A. L'element tordant 

x' : ei — > B 

donne un element tordant de B' 

e A - B', I A ^ x'(fA). 

Nous le notons aussi x' . Soit 

F : B+A -> B + B' 

la construction bar co-augmentee de PAoo-morphismc / : A — ► B'. Nous allons construire 1' Aoo- 
foncteur tordu de facon a ce que le morphisme 

G = C' 1 ° F ° <Px : T ° SA — > T ° SBl 

soit sa construction bar co-augmentee. Remarquons que pour des elements tordants x et x' quel- 
conques, le morphisme G est bien un morphisme differentiel gradue 

G : B+A x -► B+B' x> . 

II n'y a cependant aucune raison pour qu'il soit co-augmente car <j) x et (j> x i ne le sont pas. Demandcr 
qu'il le soit nous donne des relations dc compatibilitcs entre x et x' : Supposons que G est augmente. 
Nous avons l'egalite 

4> x } o F o (j> x o e = e, 
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ou en d'autre terme, nous avons 

F O 4> x O £ = <j) x , O £. 

Comme les compositions <f> x o e et 4>x' ° £ sont egales aux morphismcs 

l e + X :e-> e® T^SA ct l e + X' : e -> e © T^SS' 

oil X et X' sont les relevements de x : e — > A et x' : e — > £>', la compatibilite entre a; et a;' affirmc 
que la somme (bien definie par la propriete de nilpotence tensorielle de x) 

•i>i 

est egale a l'element tordant x'. 

Comme le morphisme G est co-augmente, il est la co-augmentation d'un morphisme des cogebres 
diffcrentielles graduees reduites 

F x : BA X -» BB' X ,. 

Lemme 6.1.3.1 Soit i > 1. Le morphisme (F x )i : (SA) ' 1 — > S'S' esi /a somme 

J2 F l+m((sx) &0 © 1^ (sx) ' 1 © . . . 1 SA (sx) '- 1 l StA (sx) 0U ), 

oil Iq + . . . + li = I. 

Demonstration : Similaire a celle du lemme 6.1.2.1. 

Rcmarquons que l'Aoo-categorie B' x , est egale a j(B x ')j. 
Definition 6.1.3.2 L'A^-foncteur tordu 

est le foncteur dont la construction bar est F x . 
II est done defini par des morphismcs 

ff-.Af^^f, *>1, 

definis par les sommes 

E E(- 1 ) S //+ i (^ 0Z ° © 1a © ^ 0/l • • • © U a; ' 1 - 1 01^0 a? '*), 

ou l'exposant du signc est s = Yli<t<i * x 
Torsion et equivalences faibles 

Lemme 6.1.3.3 Soit A une K^-categorie et x un element tordant tensoriellement nilpotent. Soit 
A une A^-categorie faiblement equivalente a zero, i. e. le morphisme dans C(A, A) 

A -» 

est un KaQ-quasi-isomorphisme. La categorie tordue A x est faiblement equivalente a zero. 
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Demonstration : La categorie ambiante du raisonnement ci-dessous est C(A, A). Nous rappel- 
lons (5.1.2.7) qu'un Aoo-morphisme / entre deux Aoo-algebres de C(A, A) est un Aoo-foncteur dont 
l'application sous-jacente / est l'identite de A. Soit K le complexe contractile (A, mi). Considerons 
le comme une Aoo-algebre (1.2.1.4). Le lemme (1.3.3.2) montre qu'il existe un A oc -(iso)morphisme 

/ : A -» K 

tel que fi =1k- Munissons 1' Aoo-algebre K de l'element tordant 



i>i 



Le diagramme commutatif 



B+A *" B+K 



B+A x B+K x , 

montre que G est un isomorphisme. En particulier, A x est Aoo-quasi-isomorphe a K x i. II suffit 
done de montrer que K x i est faiblement equivalent a zero. Par construction, les multiplications 
m f > i > 2, sont nulles. Nous en deduisons que 

m^"' = mi ct vtl^ 1 ' =0 i > 2. 

Ainsi, IAqo -categoric torduc K x > est egale a K et elle est faiblement equivalente a zero. □. 
Proposition 6.1.3.4 Soit A et B des Aoo -categories sur A ef B. S'ozt 

un Aac-foncteur qui induit un quasi- isomorphisme dans les espaces de morphismes, i. e. les mor- 
phismes 

fi : A{A, A') — > B(fA, fA'), A, A' e A, 

sont des quasi-isomorphismes. Soit x et x' des elements tordant nilpotents de A et B compatibles 
a f. L Aqo -foncteur tordu 

(/, f x ) : A.,. - B x > 

induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. 

Demonstration : Notons B' TAoo-categorie jBj sur A (voir 5.1.2.4). L Aoo-fonctcur / induit 
un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes si et seulement si lAoo-morphisme dans la 
categorie des A^-algebres dans C(A, A) 

/' : A -> B' 

induit par / est une equivalence faible. Supposons done que / est un Aoo-quasi-isomorphisme dans 
C(A, A). La demonstration de l'axiome de factorisation (CM5) a. de la categorie Alg^ (1.3.3.1) 
nous donne une factorisation de / en 



A^+AYIC ^B, 
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ou ^l[]C est le produit dans Alg^ de A du cone C de l'identite du complexe (B, mi) (considere 
comme Aoo-algebre), et i a pour composantes 1^ et 0. II suffit de montrer le resultat dans le cas ou 
/ est egal a i et dans le cas ou il est une fibration triviale. Commencons par la cofibration triviale 
i. Munissons ^4f|C de l'element tordant 

i>i 

Nous avons les egalites 

{A\{C) x n = A X \{C et r L £ ] • ,1, \\( . 

II en resulte que i x est une equivalence faible. Supposons maintenant que / est une fibration triviale. 
Un scindage de /i dans la categorie des complexes nous donne un isomorphisme de complexes 

j : A -> B © K, 

ou K est un complexe contractile. Soit lc produit dans Alg^ de l'Aoo-algcbre B et du 

complexe K considere comme Aoo-algebre. La projection canoniquc p : B Y[ K — > B est une fibration 
triviale. La rcmarque (1.3.3.4) appliquee a l'axiome de relevement (CM4) a nous donne un Aqo- 
isomorphisme 

f:A^B]jK 

tel que fi=jetpof = f. Munissons B\\ K de l'element tordant 
Nous avons l'egalite 

(BfjK)x» =B a >'[[K 

et rAoo-morphismc tordu p x s'identifie a la projection canoniquc 

b x ,\[k^b x ,. 

Comme K est contractile, p x est une equivalence faible. L'egalite f x = p x o f x montre que f x 
est une equivalence faible. □ 

6.1.4 Torsion des „4-i3-bipolydules 

Les details sont omis car ils sont similaires aux deux dernieres sections. 

Soit A et B deux ensembles, A et B deux Aoo-catcgories sur A et B et M un _4-i?-bipolydulc. 
Soit x et x' des elements tordants de A et B. 

Definition 6.1.4.1 Le A x -B x j -bipolydule x M x i a pour multiplications les morphismcs 

m*f ' : Af © X M X , B x , -> X M X , , i,j>0, 
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dermis par les sommes 

J2 ^(-l) s m J+/ . J+fc (a; 0i « 1 A . . . 1 A x Qh 1 M x' Qk ° 0lg...l B Q x' ^), 

Z,fc>0 

ou l'cxposant du signe est 

s = ( t x i*) + ( Yl c? + *) x i*) 

i<t<i i<f<i 

(Les sommes infinics dcfinisscnt bien des morphismcs grace a la proprietc de nilpotence tcnsoriclle 
de x et x'). 

Remarque 6.1.4.2 La differentielle b x ,x' de la construction bar du ^-S^'-bipolydule x M x i est 
la composee 

(C 1 10 C' 1 ) °bo((/) x Ql® <j> x ,) 

ou 

& : T c S7l SAf T C 5B -► T°SA SM T^S 
est la differentielle de la construction bar du .4-,6-bipolydule M. 

Remarque 6.1.4.3 Soit / : A — > £> un Aoo-foncteur. Supposons que les elements tordants x et a;' 
sont compatibles a / (voir 6.1.3). Soit 

y.B^CooB 

l'Aoo-foncteur de Yoneda qui sera defini en 7.1.0.1. Par lc corollaire 5.3.0.3, les deux compositions 
de Aoo-foncteurs 

A > B > ct A x ► B x ' > CoqB X ' 
sont donnees par un .4-23-bipolydule M et un A,.-£v-bipolydule N. Nous verifions qu'on a 

X M X , = N. 

6.2 Le cas topologique 

Soit A un ensemble et A line AoQ-Ccttc gorie sur A. Nous traitons ici de la torsion de A par un 
morphismc x : e —> A qui n'est pas tensoriellement nilpotent. La somme de gauche dans Pequation 
de Maurer-Cartan (voir 6.1.1.2) 

i>l 

appliquee a 1a n'est plus finie mais l'egalite a encore un sens : si A est munie d'une topologie, 
nous interpretons Pequation ci-dessus comme la convergence de la serie vers 0. Nous montrons a 
l'aide d'un artifice algebrique que les formules donnant les structures tordues dans le cas ou x est 
un element tordant tensoriellement nilpotent donnent aussi des structures tordues dans le cas ou 
A est topologique et x vcrifie Pequation de Maurer-Cartan. 
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6.2.1 Definitions 

La terminologie des objets topologiques 

Soit (M,£g>,e) une K-categorie abelienne monoi'dale. Une topologie sur un objet U G M est une 
filtration decroissante 

V DV 1 DV 2 D ■■■ DV t D ■■■ 

(voir [Bou61, Chap. Ill §2 n°5]). La topologie est separee si PI^nK: = 0. On dira alors que les 
sous-objets Vi, i > 1, sont un systeme de voisinages de 0. Un objet topologique de M est un objet 
M muni d'une topologie. Sa completion est la limite 

V = \imV/Vi. 

i>0 

Un objet V est complet si V = V. Soit V et V deux objets topologiques. Un morphisme f : V — > V 
est un morphisme continu. II est contractant s'il verifie 

f{Vi)cV(, »>1. 

L' element neutre e pour le produit tensoriel est muni de la topologie discrete. Le produit tensoriel 
V ® V est topologique pour le systeme de voisinages 

il+l2>i 

La categorie des objets topologiques de M, munie du produit tensoriel topologiquc et de l'objet 
neutre e est une categorie monoi'dale. Le produit tensoriel complet V®V est la limite 

V®V' = ]im(V <g> V')/{V ® V')i. 

La categorie des objets complets de M, munie du produit tensoriel complet et de l'objet neutre e 
est une categorie monoi'dale. 

Aoo -structures topologiques 

Soit C une categorie de base (voir 1.1.1). 

Definition 6.2.1.1 Une Aoo-algebre A dans C est topologique si A est muni d'une topologie separee 
et si les multiplications m,i : A® 1 — > A, i > 1, sont des morphismes continus contractants. Soit A et 
A' des Aoo-algebres topologiques. Un Aoo-morphisme topologique f : A — > A' est un Aoo-morphismc 
tel que les morphismes /j, i > 1, sont des morphismes continus contractants. Nous dcfinissons de 
maniere similaire les homotopics entre A^-morphismes. 

Soit C une categorie de Grothendieck munie d'une action a droite de la categorie monoi'dale C. 
Cette action s'etend aux categories des objets topologiques de C et C. 

Definition 6.2.1.2 Un ^4-polydule topologique dans C est un objet topologique separe M dans 
C muni d'une structure de ,4-polydule dont les multiplications mf 1 , i > 1, sont des morphismes 
continus contractants. On definit de maniere similaire les Aoo-morphismcs ct les homotopies entre 
Aoo-morphismcs. 
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6.2.2 Elements tordants 

Definition 6.2.2.1 Soit A une Aoo-algcbrc topologique. Un morphisme gradue x : e — > A de degre 
+1 est un element tordant (topologique) si son image est dans le voisinage A\ et si la sommc 

»>i 

converge vers 0. 

Remarque 6.2.2.2 Cette somme converge vers une limitc bicn dermic car la topologic de A est 
scparcc, l'imagc de x est dans A\ et les multiplications m*, i > 1, sont contractantcs. 

6.2.3 Algebres locales 

Soit 72. la categoric des K-algebrcs commutatives locales i? de corps rcsiducl IK ct dont l'ideal 
maximal m est nilpotcnt. Soit R un objet de 72. Nous notons £ la categorie des modules sur R. 
Soit O, O' et O" trois ensembles. Nous notons C R (0,0') la categorie des foncteurs 

O' op xO^£ 

et C R (Q') la categoric C fl ({*},©'). Si M ct N sont des objets de C R (0,0') ct C R {0',0"), nous 
notons Q# le produit tensoricl 

(M0 fl Jv)(o'»= M{cr,o)® R N(cf',<J). 
o'eO' 

Definition 6.2.3.1 Soit A un ensemble. Une R-Koo- categorie est un objet M de C" R (A, A), muni 
de morphismes 

to, : M Qr1 -^M, i> 1, 

verifiant l'equation (*„), n > 1, de la definition 1.2.1.1 Les R-A^ -foncteurs sont definis comme en 
5.1.2.5. 

Soit M et M' des objets de C(A, A) et i un cnticr > 1. Soit 

<p : M 0i -> M' 

un morphisme gradue. Soit 

<p R : (M ® K m) 0Rl M ' K m 
le morphisme de C fl (A, A) defini par la composition 

V? ® : (M ® K m) 0fil ~ (M Qi ) ® K (m)® Hi -» M' (g) K m. 

Rcmarquons que, comme m est nilpotent, il existe un entier No tel que m" = 0. Done le morphisme 
<p R est nul des que i > N n . 

Remarque 6.2.3.2 Soit A un objet de C(A, A) et 

to,; : A Qt -> ^4, i > 1, 

des morphismes gradues de degre 2 — i. Nous verifions que les morphismes m„ i > 1, definissent 
une structure de Aoo-categorie sur A si et seulement si, pour tout R £ 72, les morphismes m R , 
i>l, definissent une structure de R- Aoo-categorie sur A <8>k tn. 
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Soit A une Aoo-categorie et R un objet de 1Z. Nous notons A R la -R-Aoo-categorie A ®k tn sur 
A associee a „4. 

Soit A et B deux ensembles et A et S deux Aoo-categories sur A et B. Nous verifions que des 
morphismes gradues fi, i > 1, de degre 1 — i, definissent un Aoo-foncteur 

f:A^B 

si et seulement si, pour tout R € 7Z, les morphismes f R , £ > 1, definissent un i?-A oc -foncteur 

f R :A R ^ B R . 

Notons que les morphismes mf et f R sont nuls des que i excede le degre de nilpotence de l'ideal 
maximal de R. 

Construction bar B R 

Soit R un objet de TZ. Le lemme 1.1.2.2 reste valable dans la categorie C R (A, A). En particulier 
la construction bar definit un foncteur plcincmcnt fidele 

B R : Alg£ - Cogc« 

ou Alg^, et Cogc fl sont les categories Alg^ et Cogc dans C R (A, A). 

Rappel sur la completion 

Soit R un objet de 1Z. Soit V et W des A-A-i?-bimodules. Nous munissons la R-cogebre tenso- 
rielle reduite 

T^V = V &Rt 
i>i 

de la topologie canonique dont la base de voisinages de est 



0F 0H \ n>l. 



La comultiplication est un morphisme continu pour cette topologie. Rappclons que T C V designe 
la cogebre co-augmentee (T C V) + . Nous la munissons des voisinages dcfinis de la memo maniere. 

Remarque 6.2.3.3 Un morphisme de C R (A,A) 



T C V -> T C W [resp.T c V -> T C W 
est continu si et seulement si sa matrice des composantes 

j>0 i>0 j>l i>l 

a un nombre fini de coefficients non nuls sur chaque ligne. En particulier, un morphisme de cogebres 
/ (resp. une (/', /")-coderivation h, ou /' et /" sont des morphismes dc cogebres) 

est continu si et seulement si les morphismes fi, i > 0, (resp. les morphismes f[, f" et hi, i > 0,) 
sont presque tous nuls. 
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La R-cogebre tensorielle complete reduite T C V est la completion de T C V. Elle a pour espace 
topologique sous-jacent 

TTv 0R \ 

Chaquc morphisme continu ip : T C V —> T C W dc C R (A, A) donne un morphisme 

/ : T°V T~ c W. 

La cogebre tensorielle complete co-augmentee T c+ V est la co-augmentation de T C V. 

Lemme 6.2.3.4 Soit V un objet de QrC R (A,A) et C une cogebre graduee topologique topologique 
dans C R (A, A). Soit f et f" deux morphismes continus de cogebres 

C -> T c+ V. 

Un morphisme continu co-unitaire de cogebres completes (resp. une (/' , f")-coderivation) C — * 
T c+ V est determine par sa composition avec la projection T c+ V — ► V. □ 

6.2.4 Torsion des Aoo-categories 
Torsion de la differentielle de BA R 

Soit A un ensemble. Soit A une Aoo-categorie topologique sur A, i. e. une Aoo-algebrc topolo- 
gique dans C(A, A). Soit x : e — > A un element tordant (topologique) dc A. 

Soit R un objet de 1Z. Notons No l'indice de nilpotence de son ideal maximal m. Soit A R la 
i?-Aoo-categorie sur A associee a A. Soit T C SA R la i?-cogebre tensorielle reduite et T C+ SA R la 
i?-cogebre co-augmentee associee a sa completion. La differentielle de la construction bar B R A R 

b R : T Z SA R T^SA R 

est continue car les morphismes m R sont nuls pour i > Nq. Notons b R la differentielle de T C+ SA R 
induitc par b R . Soit 

x R : e R -» A R 

le morphisme induit par x et 

g : e f~ c SA R = f~ c+ SA R+ -► SA R . 

le morphisme de composantes le morphisme x R et la projection p\ sur SA R . Soit le morphisme de 
A-A-i?-bimodules 

<j> R : T C+ A R -» T C+ A R 
dont la composition avec la projection sur (SA R ) &n vaut 

g Qn A (n) . fc+ S jR _> (SA R ) Qn 

si n > 1 et l e sinon. Commc lc morphisme 0^ de la section 6.1.2. le morphisme <f> R est un 
automorphisme continu co-unitaire (non co-augmcnte) de cogebres graduees et la matrice de ses 
coefficients 

Y[(SA R ) &nl -> ]^[(5^) 0Rl 
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est triangularis inferieure ; sa diagonale est celle de Pidentite. Soit la composee 

£»« = (^)- 1 o6H+o^. 
Comme x est un element tordant, nous avons 

l<i<N 

Notons que le defaut de nilpotence tcnsoriclle est pallic par l'annulation des morphismcs bf pour 
i > Nq. Comme dans la section 6.1.2, la composee D R o e est nulle. Soit b R le morphisme donne 
par la fleche verticale de droite du diagramme de suites exactes 

^ e f^+SA 11 f~ c SA R 

^ e f^+SA R *~ f~ c SA R »" 0. 

C'est une differentielle de la cogebre T C SA R . 

Lemme 6.2.4.1 La sous-cogebre T C SA R de T C SA R est stable par la differentielle b R . La composee 
p R o b R restreinte a (SA R ) Gi est egale a la somme 

EEC(W ' © l*u* © M 0il ■ ■ ■ 1sa« (^) oil - 1 Isa* M 0il ), 
i 

oil lo + . . . + li = I. 

Demonstration : Identique a celle du lemme 6.1.2.1 □ 

Aoo-categorie tordue par x 

Soit A un ensemble, A une Aoo-categorie topologique sur A et x : e — > A un element tordant. 
Soit lcs morphismes 

m^-.A^^A, i>l, 

definis par la somme 

£ J2(-iy m f +i (x & ° © i_4 a-e'i ... l A x &h-i q 1a q a;0l*) } 
i 

ou l'exposant du signc est s = Xa<t<i* x Remarquons que ces sommes convergent vers des 
limitcs bien definies car A est topologiqucmcnt scparc, l'image dc x est dans le voisinage Ai et les 
compositions m,-, i > 1, sont des morphismcs continus contractants. 

Lemme 6.2.4.2 Les morphismes mf, i > 1, definissent une structure d'A^-categorie sur le A-A- 
bimodule sous-jacent a A. 

Demonstration : Le lemme sera valide si, pour tout objet R € 1Z, les morphismes (mf) R , 
i > 1, definissent une structure de -R-Aoo-categories sur le i?-A-A-bimodule sous-jacent a A R . 
Soit R un objet de 1Z. Nous verifions que le morphisme b R du lemme 6.2.4.1 est la coderivation 

T C (SA R ) -> T C (SA R ) 

construite a partir des (mf ) R , i > 1. Comme elle est une differentielle nous avons le resultat. □ 
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Definition 6.2.4.3 L'Aqo -catSgorie (topologique) tordue A x est le A-A-bimodule A x = A munie 
des compositions 

n<:-.Ay >A X , i 1. 

dermics ci-dessus. 

6.2.5 Torsion des Aoo-foncteurs 

Soit A ct B deux ensembles, A ct B deux Aoo-categorics topologiqucs sur A ct B ct x ct x' des 
elements tordants de A et B tel que pour tout A e A, 



^/ 4 (x Ql )(I^)=I /A . 



Rcmarquons que la somme de gauche converge vers une limite bien definie car B' est topologiquc- 
ment separe, l'image de x est dans le voisinage Ai et car les morphismes i > 1, sont contractants. 
L'cgalitc ci-dessus cxprimc la compatibilitc de x ct x' a / (voir 6.1.3). Reprenons les notations B' . 
B' x , de la section 6.1.3. Soit les morphismes 

ff ■ A &1 -> B', i> 1, 

definis par la somme (convcrgcntc) 

£X)(-l)Vi+i(s ' ® U © 2:0/1 © • • • © U a; ' 1 - 1 01^0 a? ' 4 ), 
i 

ou l'exposant du signe est s = X)i<t<; t x It- 

Lemme 6.2.5.1 Les morphismes ff i > 1, definissent un Aaa-foncteur 

:/./- i:- 4, 

Demonstration : Nous allons montrer que, pour tout objet R £ TZ, les morphismes i > 1, 
definissent un Aoo-foncteur 

f tf . ^d-R _^ r'-R 

ou, de facon equivalente, un morphisme differentiel gradue de cogebres 

F R :B R A R ^B R B' R ,. 

Soit R £ 11. Grace a la compatibilitc de x ct x' a /, le morphisme differentiel gradue dc cogebres 
completes co-unitaires 

G R = i^,)- 1 o F+o cj> R : f~ c+ SA R -» T^+SB'* 
est co-augmente. II induit done un morphisme differentiel gradue 

F x : (T^SA R ,b R ) - (T^fif,, 

Soit i > 1. Nous montrons de maniere similaire a la demonstration du lemme 6.2.4.1 que la 
restriction de F x au sous-objet (SA R ) &1 est egale a la somme 

S XI F i+m(M°'° s «i © ( sa; ) ' 1 ■ ■ ■ s<H-i (sa:) ' 4 - 1 © sen (so;) ' 1 ), 
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ou Iq + . . . + k = I. Cette somme est finie car les morphismes Ff- sont nuls si i excede le degre de 
nilpotence de l'ideal maximal de R. Nous obtenons ainsi un morphisme de cogebres 

qui est differenticl gradue. Nous avons done le resultat. □ 
Definition 6.2.5.2 L'Aqq -foncteur tordu 

est donne par les morphismes ff, i > 1, dennis ci-dessus. 

La proposition (6.1.3.4) reste clairement valide dans le cas topologique. 

6.2.6 Torsion des *4-i3-bipolydules 

Les details sont omis car ils sont similaircs aux deux dcrnicrcs sections. 

Soit A et B deux ensembles, A et B deux Aoo-categories topologiques sur A et B et M un 
„4-Z?-bipolydules topologiques. Soit x et x' des elements tordants de A et B. 

Definition 6.2.6.1 Le A x -B x ' -bipolydule X M X > a pour multiplications 

m*f : Af O X M X , B x , -* X M X , , i,j>0, 
definies par la somme (convergente) 

J2(-iym i+l , j+k (x Ql0 Q1 A ...1 A @ x QU 1m x' Qk ° © Is ... Is x' Qk3 ), 

l,k>0 

ou l'exposant du signe est 

s =(E tx!i ) + (E^' +t ) x lt ) 

l<t<i l<t<j 
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Chapitre 7 



L'Aoo-foncteur de Yoneda et les 
objets tordus 

Introduction 

Soit A un ensemble et A HUG AgQ-CcltG gorie strictement unitaire sur A. Notons Qr(H*A) la categorie 
dcs H*A- modules gradues dont les morphismes sont les morphismes gradues. Dans cctte section, 
nous relevons le foncteur de Yoneda 

H*A->Qr(H*A), A \-> (H*A)(—,A), 

en un Aoo-foncteur 

y.A-tCooA, A^>A(-,A). 

Nous montrons cnsuitc le rcsulat principal de ce chapitre (7.1.0.4) : I' A x -foncteur y se factorise 
en 

A twA -^-> CooA 

oil twA est I'Aoo- categorie des objets tordus, y' est un Aoo-foncteur strict et pleinement fidele et 
y" induit une equivalence 

H°twA tria A C V^A. 

La contruction des objets tordus dans le cas oil A est differentielle graduee est due a A. I. Bon- 
dal et M. M. Kapranov [BK91], sa generalisation aux Aoo-categories a M. Kontsevich [Kon95]. 
Recemment, K. Fukaya a construit indcpcndamment l'Aoo-foncteur de Yoneda [FukOlb]. 

Plan du chapitre 

Dans la section 7.1, nous definissons l'Aoo-foncteur de Yoneda et nous enongons le theoreme princi- 
pal (7.1.0.4). Le reste du chapitre (sauf la section 7.5) est dedie a la demonstration de ce theoreme. 
Dans la section 7.2, nous construisons l'Aoo-categorie twA des objets tordus. Les compositions de 
l'Aoo-categorie tw^4 sont obtenues par torsion (voir chapitre 6). Nous montrons ensuite que l'Aoo- 
categorie tw.4 jouit d'une propriete universelle. Nous en deduirons l'existence de la factorisation 
y" o y' de y. Dans la section 7.3, nous construisons explicitement l'Aoo-foncteur y". Dans la sec- 
tion 7.4, nous montrons que l'Aoo-foncteur de Yoneda y induit des quasi-isomorphismes entre les 
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espaces de morphismes et nous en dcduisons l'equivalence 

H°twA ~ tria A C T> X A. 



Dans la section 7.5, nous montrons que toute Aoo-catcgoric homologiquement unitaire A admet 
un modele differentiel gradue strictement unitaire, c'est-a-dirc un Aoo-quasi-isomorphisme homo- 
logiquement unitaire / : A — ► A' vers une categorie diffcrcnticllc graduce strictement unitaire. 

Dans la section 7.6, nous montrons que toute categorie triangulee algebrique qui est engendrcc 
par un ensemble d'objets est Aoo-pre-triangulee, i. e. elle est equivalente a H°twA, pour une 
certaine Aoo-categorie A. 

7.1 Le plongement de Yoneda 

Comme A est une Aoo-categorie, le A-A-bimodule A, muni des morphismes m^j = nv^_ 1+ j, 
hj > 0, est un ^l-^l-bipolydule. Par la remarque 5.3.0.5, nous avons un Aoo-foncteur 

y • A ► Cqo^A, 

dont l'application sous-jacente 

y : A -> CooA 

envoie un objet A £ A sur le A-polydule 

A A = A{-,A). 

Pour tout i > 1, le morphisme gradue 

yi .A' ► j (CooA^ y, 

envoie un clement x G (A Ql )(A, A') sur la suite de morphismes de A-modules gradues 

A(-,A)QA^- 1 -» A(-,A% j>l. 
x'Qx" ^ (-l)H+ 1 m l+ i + j(i'0i0/) 

Definition 7.1.0.1 L" Aoo -foncteur de Yoneda est l'Aoo-foncteur y : A — > CooA. 
Definition 7.1.0.2 Un Aoo-foncteur strict / est pleinement fidele si 



h:A^ f B f 

est un isomorphisme de complexes. 

Definition 7.1.0.3 Soit T une categorie triangulee et T' un sous-ensemble de l'ensemble T des 
objets de T . Notons tria T' la plus petite sous- categorie triangulee de T qui contient les objets de 
T'. Elle est stable par sommes finies. Soit A une Aoo-categorie strictement unitaire et T>ooA sa 
categorie derivee (voir 4.1.2). Notons tria A la plus petite sous-categoric triangulee de V^A qui 
contient tous les ,4-polydulcs A^, A £ Obj A. 

Dans ce chapitre, nous allons montrcr Penonce de M. Kontsevich [Kon95], [Kon98] suivant : 
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Theoreme 7.1.0.4 (voir aussi K. Fukaya [FukOlb]) Soit une Aoo-categorie A avec des iden- 
tites strides. II existe une Aoo-categorie twA et une factorisation de I'Aoo-foncteur de Yoneda 

A -^-> twA C^A 

telle que IAoq -foncteur y 1 est strict et pleinement fidele et I Aoo -foncteur y" induit une equivalence 

H°twA ~ tria A C V^A. 
Demonstration : Voir les trois sections suivantes. 

7.2 L'Aoo-categorie des objets tordus 

Soit A une algebre associative unitaire (non graduee). Nous notons C fc (free A) la sous- categoric 
de CA formee des complexes bornes de A-modulcs libres de rang fini. L'image 2? h (freeA) de la 
categoric C b (freeA) par le foncteur 

CA -> PA 

est equivalente a la categorie tria A. Les objets de C fc (freeA) sont fibrants et cofibrants dans la 
categorie des complexes CA. Si M et M' sont des objets de £> h (freeA), les morphismes M — > M' 
dans tria A sont done en bijection avec les classes d'homotopie de morphismes M — > M' de Mod A. 
Ccttc description des morphismes permet de faire des calculs dans tria A. Le but de ccttc section 
est de gencraliser la construction 

A ~» C 6 (free A) 

aux Aoo-categories. Soit A une Aoo-categorie. Le role de la categorie C & (free A) sera joue par 1' Aoo- 
categorie tw^4 des objets tordus. L'equivalence entre P b (freeA) et tria A sera remplacee par une 
equivalence 

H°twA tria A C V^A. 

La construction A twA est la generalisation aux Aoo-categories [Kon95] de la construction due 
a A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] qui associe a une categorie differcnticlle graduee la 
categorie de ses objets tordus (voir 7.2.0.4). 

Pour rendre la construction qui suit plus intuitive, commcngons par rcintcrpretcr les objets de 
C b (free A). Un complexe borne M de A-modules libres de rang fini est donnc par ses composantes 

(M n M r+ i,..,,M w ,M,), r<l, r,leZ, 

ou chaque Mi, r < i < I, est la suspension iteree d'un A-module fibre de rang fini, et par un 
morphismc de degre +1 

\'j ■ u 

r<j<l r<i<l 

dont la matrice est strictement triangulaire inferieure et telle que S o 5 = 0. 

Supposons maintenant que A est une algebre differentielle graduee. Les extensions iterees dans 
la categorie des complexes munie de la structure exacte donnee par les suites de complexes qui se 
scindent en tant que suites de A-modules gradues sont decrites de la maniere suivante. Soit M,, 
r < i < I, des objets de Mod A qui sont des sommes finies de suspensions iterees de A. Notons d 
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la differentielle de la somme des Mj, r < i < 1. Une extension iteree des objets Mi, r < i < I, est 
donnee par une matrice de la meme forme que ci-dessus qui verifie l'equation de Maurer-Cartan 

doS + Sod + 5 2 = 0. 

La differentielle de l'extension iteree M = © r <j<; Mj est la somme d + S. 

Saturation par decalages de A 

Soit ZA I'Aoo-categorie dont les objets sont des couples (A,n), ou A est un objet de A et n un 
entier. Les espaces de morphismes sont definis par 

ZA((A, n), {B, m)) = S m - n A(A, B). 

Les compositions mf^, i > 1, 

ZA((Ai-!, (Ai, m)) ® . . . (g) ZX((Ao, no), m)) 

ZA{{A ,no),(A i ,n i )) 

sont definies par 

(_l)'(n*-«o) s n*-n. ^ (( s «*-«*-i)-l © . . . © ( S "i-™o)-l) 

(un calcul montre que ces compositions definissent bien une AoQ-catefforie) . 
Saturation par extensions de ZA 

Definition 7.2.0.1 Une extension iteree M d'objets de ZA est une suite 

{M r ,M r+1 ,...,M l _ 1 ,M l ), r<l, r,leZ, 
munic d'une matrice a coefficients dans ZA de degre +1 

<y J ■■ Mi - Mi 

r<j<l r<i<l 

qui est strictcmcnt triangulairc inferieure et verifie l'equation de Maurer-Cartan 

i>\ 

Ici, le produit tensoriel est l'extension du produit tensoriel de C(A, A) aux espaces de matrices 
a coefficients dans ZA. L'entier / — n + 1 s'appelle la hauteur de l'extension. Une extension iteree 
M est degeneree ou scindee si (5 M = 0. Les extensions iterees degenerees peuvent etre considerees 
comme les sommes formelles d'objets de ZA. Nous notons E l'ensemble des extensions iterees de 
ZA. 
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Definition 7.2.0.2 Soit M et M' deux extensions iterees de ZA. Notons Mat (M, M') l'espace 
gradue des matrices a coefficients dans ZA 

f-- K 

r<j<l r'<i<V 

Les compositions mf A , i > 1, de Z.A s'ctcndcnt claircment en des compositions de matrices a 
coefficients dans ZA. Notons £_a V A^- categorie dont les objets sont les extensions iterees d'objcts 
de ZA et dont les espaces de morphismes sont 

Hom^ (M,M') = Mat ZA (M,M'). 

Nous avons claircment une suite d'inclusions de A^-catcgorics 

AcZAc S A . 

L'element tordant nilpotent de l'Aoo-categorie £a 

Nous rappclons (5.1.1) que Im est le generateur de l'espace e^{M,M). Soit 

x : eg — ► £ a 

lc morphismc dc E-E-bimodulcs qui envoic MgE, sur 

S M G Mat 2 " 4 (M,M). 

Le morphisme x est de degrc +1. II verifie la condition de nilpotence tensorielle (6.1.1.2) car les ma- 
trices 5 M sont strictement triangulaires inferieures. Comme les morphismes 5 M , M G E, verificnt 
l'equation de Maurer-Cartan, le morphisme x est un element tordant tensoriellement nilpotent. 

La categorie tw„4 

Definition 7.2.0.3 Un objet tordu est une extension iteree d'objets dc ZA. Notons TW^l l'en- 
semble de objets tordus. II est egal a l'ensemble E. La categorie twA des objets tordus est la 
categorie tordue (£a) (voir 6.1.2), oil x est l'element tordant ci-dessus. 

Si M et M' sont des objets tordus, l'espace de morphismes M — > M' est done 

Horrw(Af,Af ) = Mat ZA (M, M'). 

Rcmarquons que sur la sous-Aoo-categorie formee des extensions degenerees, les compositions tor- 
dues = m*™- 4 , i > 1, sont egales aux compositions mf , i > 1. Soit Ei l'ensemble des extensions 
(forcement degeneree) de hauteur 1 et soit 

y' :A^E U 

l'application qui envoie A sur l'extension degeneree de hauteur 1 dont la suite sous-jacente est le 
1-uplet ((A, 0)). C'est une bijection et nous avons un isomorphismc 

y[ : A y'Mat 2 ^^- = y>twAy> 
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qui donne clairement un Aoo-foncteur strict et pleinement fidele 

y : A -> twA 

La propriete universelle de tw.4 

Nous nous inspirons de Particle [BK91]. 

Soit / : A — ► B un Aoo-foncteur. II induit clairement un Aoo-foncteur 

/ : £a~> &b 

tel que les elements tordants x_4 et xg des Aoo-categories £4 et £q sont compatibles a / (voir 
6.1.3). Nous obtenons done un Aoo-foncteur tordu (voir 6.1.3) 

tw/ : tw^4 — > tw£>. 

La construction gorie ^4 la categorie des objets tordus XwA est un foncteur 

tw : cat^ -> catoo, 

ou catoo est la categorie des petites Aoo-categories. Nous allons construire un morphisme de fonc- 
teurs 

Tot : tw o tw — > tw. 

Soit A une petite Aoo-categorie. L'Aoo-foncteur strict Tot(^4) associe a un objet de tw o tw.4, 
donne par une suite d'objets de tw.4 

(N r , ■ ■ . ,Ni), r<l, r.ieZ, 

et une matrice 6 N a coefficients dans Ztw.4, l'objet tordu de A dont la suite sous-jacente est la 
concatenation des suites definissant les Ni, r < i < I, et dont la matrice 

<5 Tot : Tot(A) = (Nj)k - Tot(A) = (JV*)i 

est construite a partir de la matrice S N en remplagant les coefficients Sfj par les blocs donnes par 
les matrices 6 Ni . Nous verifions que les morphismes de foncteurs de catoo 

i] = y : lcatoo —* tw et Tot : tw o tw — > tw 

definissent une monade de la categorie des Aoo-categories au sens de Quillen et Mac Lane [May 72]. 
On rappelle qu'une tw-algebre Q est une Aoo-categorie munie d'un Aoo-foncteur 

tw(? — > Q 

compatible a la structure de monade. La categorie tw„4 est clairement la tw-algebre fibre sur A. 
En particulier, TAoo-foncteur y' : A — > twA est universel parmi les Aoo-foncteurs 

A^g 

oii Q est une algebre sur la monade. 
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Remarque 7.2.0.4 Si Q est unc categoric differentielle graduee, twC/ est une categoric differentielle 
graduee. La construction Q ~~> twQ correspond a la construction de A. I. Bondal et M. M. Kapranov 
qui associe a Q la categorie Pr-Tr + C7 des objets tordus unilateraux [BK91, §4]. 

Existence de l'Aoo-foncteur y" 

Soit A une petite Aoo-categorie. Soit 

twCoo^ -> CooA 

l'Aoo-foncteur strict qui associe a une extension iteree M la somme des Mi, r < i < I, munie de 
la differentielle d + Sm, oil d est la differentielle de la somme des Mi. Cet Aoo-foncteur definit une 
structure de tw-algebre sur CooA En particulier, l'Aoo-foncteur 

y • A > CryoA 

se factorise en y — y" oy', oil y" est l'Aoo-foncteur 

tw.4 — > Coo A 

donnc par la propriete universelle de twA. 

7.3 L'Aoo-foncteur y" : twA —*■ C^A 

Dans cette section, nous construisons cxplicitcment l'Aoo-foncteur 

y" : twA -> CooA. 
Par la remarque 5.3.0.6, les Aoo-foncteurs 

tw.4 — > Coo A 

sont en bijection avec les tw.4-.4-bipolydules strictement unitaires. Le tw^4-^4-bipolydule N" associe 
a y" est construit en tordant (voir la section 6.1.4) un £-.4-bipolydule N. L'Aoo-foncteur 

f • & * CooA 

associe a N est l'extension de l'Aoo-foncteur de Yoneda y : A — > CooA. Nous donnons les formulcs 
explicites pour les Aoo-foncteurs / et y". 

Construction de / : £ — > Cqo.4. 

Nous rappelons (7.2.0.2) que nous avons une suite d'inclusions de Aoo-categories 

AcZAcS 

et que y : A — > CooA designe l'Aoo-foncteur de Yoneda (7.1.0.1). Ce dernier s'etend en un Aoo- 
foncteur 

ZA -> CooA, (A, n) h-> S n (yA) = S n A A 
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qui envoie un element 

x g ZAiiAi^n^i), (Ai, ni ))®...® ZA((A ,n ), {A^m)) 
sur le morphisme de .4-polydules S n °Ao^ — > 5 ni y4i A defini par l'element de 
Hom c=o ^(5 n M A ,5"^ l A ) ~ S*-^Hom Coo ,i(4, A , V) 

donne par 

s»*-"° o y t o (( s »i-«i-i)-i ... (s"!-^)- 1 )^). 
Nous notons aussi ?/ cet Aoo-foncteur. Nous l'etendons maintenant en un Aoo-foncteur 

£ > Coo A. 

Nous dcfinissons une application 

qui envoie une extension iteree M, donnee par une suite Mi, r < i < I, et une matrice S M , sur le 
A-module qui est la somme 

E yMi. 

r<i<l 

Sa structure de .A-polydulc est induite par celle de la remarque 5.1.2.9. Notons que la matrice 5 M 
n'intervient pas dans la definition de l'image de M. Les morphismcs yi : (ZA) &1 — > CooA s'etendcnt 
claircment en des morphismcs 

Ceci nous fournit un Aoo-foncteur que nous notons / : £ — ► C^A et nous avons clairement la 
factorisation y = / o y' . Par la remarque 5.3.0.6, l'Aoo-foncteur / est donne par un £ -,4-bipolydule 
N qui, en tant que E-A-bimodule, est 



(A,M)^ S ni A(A,Ai), 



r<i<l 

ou Mi = (Aj,nj), r <i < I. Notons 

m& : £ Qi 0JV0 A &] -> N, i, j > 0. 

les multiplications du £-„4-bipolydule N. Elles sont claircment induitcs par l'extension a ZA, puis 
a £ , des compositions 

m£ = m£ 1+j : -4 08 .4 -► A j > 0. 
L'Aoo-foncteur y" : twA — > Coo*4 

Nous rappelons (7.2.0.2) que x designe l'element tordant (nilpotent) de £. Par la section 6.1.4, 
nous pouvons tordre N en un ^-.4-polydule X N = N". Commc l'Aoo-categorie tw^4 est par 
definition l'Aoo-categoric torduc £ x , nous obtcnons ainsi un tw„4-„4-bipolydulc N" ct par la re- 
marque (5.3.0.6), un Aoo-foncteur 

y" : twA -> CooA. 
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Nous donnons ci-dessous les formules explicites le definissant. Le TW.4-A-bimodule N" est donne 
par 

{A,M)» S n *A(A,AA. 

r<i<l 

Comme TW.4 = E, il est isomorphe en tant que E-A-bimodule a N. En tant que 5 K -^4-bipolydule, 
ses multiplications mf^ , i,j > sont donnees (6.1.4.1) par la somme 

J2 ^(-l) s m^ J+fe (x 0Zo 1 £ x Qh ... Is x Qh © 1 N 1 A . . . 1a), 

i,fc>0 

7 ,4 

ou lg designe l'idcntite de l'espace des matrices Mat ct l'exposant du signe est 

s = \^ txlf. 

l < t < j 

Dctaillons maintcnant l'application sous-jacente a l'Aoo-foncteur y" 

y" : twA -> Coc A 

Elle envoie une extension iteree M, donnee par une suite Mi, r < i < I, et une matrice S M , sur le 
A-module qui est la somme 

y"M= V M i- 

r<i<l 

Les multiplications m| M , j > 1, definissant sa structure de ,4-polydule sont les morphismes 
m oj-ii j > 1, c'est-a-dire la somme 

vm = Y,<A [y{5M)]&l 1 y" M 

l>0 l>0 

Rcmarquons que meme si y" M et fM sont isomorphes en tant que A-modules, ils different en 
tant que ^4-polydules. Le .A-polydule y" M doit etre considere comme la torsion de fM par y(S M ). 
Rcgardons maintenant les morphismes y'[ , i > 1, de l'Aoo-foncteur y". Ils sont definis (5.3.0.3) par 
la relation 

En d'autre termes, le morphismc y'[ , i > 1, envoie un element de 

twA(Mi-i, Mi) ... twA(M , Mi) 

sur le morphismc dc .A-polydulcs (p : (y" M$) — > (y" Mi) donne par la suite des morphismes tfj : 
(y"M ) A®!- 1 -> {y"Mi) valant 

]T £(-i) s <^i (b(^ Mi )] 0io W • • • © W © W Mo )} Gh Vm if- 1 ) . 

ou ltwA designe l'identite de l'espace des matrices Mat 2 ' 4 et l'exposant du signe est 

s = < x Z t . 

l < t < j 

Rcmarquons que l'unitarite stricte de A n'est pas intcrvcnue dans la demonstration de la 
factorisation du theoreme 7.1.0.4. Elle joue un role essentiel dans la prochaine section. 
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7.4 Inequivalence entre les categories tria*4 et H°twA 

Nous rappelons (5.2.0.2) que les categories H°CooA et V^A sont equivalentes. Nous montrons 
ci-dessous que l'Aoo-foncteur y" : twA — > Coo-4 induit un foncteur pleinement fidele 

H°twA -» DooA 

dont l'image est la categorie tria *4. 

II s'agit de montrer que le foncteur H°y" est pleinement fidele. Nous devons done montrer que, 
pour tous M, M' objets de tw^l, nous avons 

H°Ho mtwA (M,M r ) H Hom Coa A{y"M,y"M l ). 

Une extension M , donnee par une suite 

(M r ,..., M h ..., Mi), r<i<l, 

et une matrice S M , est clairement filtree dans la categoric des objets tordus tw.A par 

F k = (M r+k ,...,M l ), 0<k<l-r, 

(Le morphisme S M : M — » M est compatible a cette filtration). Les objets gradues de cette 
filtration sont des extensions torducs dcgcncrecs, i. c. des sommcs formcllcs finics de ZiA considcrcc 
commc objets de tw„4. II nous suffit done de montrer qu'on a un isomorphisme 

H°Hom twA (M,M') = H°Ho mCooA (y" M, y"M'). 

ou M et M' sont des objets de ZA consideres comme objets de tw.A. Nous devons done montrer 
le lemme suivant 

Lemme 7.4.0.1 Pour toute paire d'objets A et A' dans A, V K^-joncteur de Yoneda y : A — > CocA 
induit un isomorphisme 

H*Hom A (A,A') = H*Hom CxA (A A ,A' A ). 
Demonstration : Le foncteur pleinement fidele (4.1.2.10) 

"^ooA ► T^q^A 

induit un isomorphisme 

H*Hom CxA (A A ,A' A ) -=U H*Hom CoaA +(A A , A' A ). 
II suffit done de montrer l'isomorphisme 

H*A(A, A') H*Hom CxA+ (A A ,A' A ). 

Nous avons les egalites 

A(A, A') = A' A (A) et Hom A (A, A' A )(A) = Hom c ^ + (A A , A' A ). 
Nous deduisons alors le resultat du lemme (4.1.1.6) et de la remarque (4.1.1.7) qui montrent que 

A' A — > Horn ^(^l, A' A ) 

est un quasi-isomorphisme. □ 



7.5 : Modele differentiel gradue 



171 



7.5 Modele differentiel gradue 

Dans cette section, la categoric dc base C est egale a C(A, A). 

Definition 7.5.0.1 Soit A une Aoo-algebre dans C. Un modele differentiel gradue de A est une 
algebre diffcrcnticllc graduce A' munie d'un Aoo-quasi-isomorphismc 

A->A'. 

Proposition 7.5.0.2 Toute A^-algebre strictement unitaire A admet un modele differentiel gradue 
unitaire tel que lA^-morphisme 

A^A 

est strictement unitaire. 

Rcmarquons que dans le cas ou A est une Aoo-algebre augmentee, son algebre enveloppantc 
UA (2.3.4.3) est un modele differentiel gradue unitaire de A qui est augmcnte. 

Demonstration : Nous definissons A' comme le A-A-bimodulc 

(A ,A 1 )^Hom CaoA {A A ,A 1 A ). 

La structure diffcrcnticllc graduee est celle induite par la composition ct la diffcrcnticllc dc la 
categoric diffcrcnticllc graduce CoqA. Grace au theoreme (7.1.0.4), l'Aoo-foncteur de Yoneda nous 
donnc un A^-quasi-isomorphisme d'Aoo-algebres dans C(A, A) 

A^A 

qui est strictement unitaire. □ 

Corollaire 7.5.0.3 Toute Aoo-algebre homologiquement unitaire A admet un modele differentiel 
gradue unitaire tel que I'Aoo-morphisme 

f : A—> A' 

est unitaire, i. e. f o 77 = T). 

Demonstration : Soit A une Aoo-algebre homologiquement unitaire. Nous rappclons (3.2.1.2) 
qu'on peut munir H* A d'une structure d'Aoo-algebre strictement unitaire. Comme rAoo-morphismc 

A^H*A 

est unitaire et il est Aoo-quasi-isomorphisme, nous avons le resultat. □ 



7.6 Categories stables 

Dans cette section, nous montrons que toute categoric triangulee algebrique qui est engendrce 
par un ensemble d'objets est Aoo-pre-triangulee, i. e. elle est equivalente a H°twA, pour une 
certaine Aoo-categorie A. 

Definition 7.6.0.1 Une K-categorie triangulee est algebrique si elle est equivalente a la categoric 
stable d'une K-categorie de Frobenius (voir 2.2.3). 
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Definition 7.6.0.2 Soit T une categorie triangulce aux sommes infinies. Un objet X £ T est 
compact si le foncteur Homq-(X, — ) commute aux sommes infinies. 

Definition 7.6.0.3 Soit T une categorie triangulee et A un sous-ensemble de l'ensemble T des 
objets de T. Nous notons tria A la plus petite sous- categorie triangulee strictement pleine de T 
qui contient la sous-categorie pleine formee des objets de A. Elle est stable par sommes finies. Les 
objets de A engendrent T en tant que categoric triangulee si T = tria A. Si T admct des sommes 
infinies, nous notons Tria A plus petite sous-categorie triangulee stables par sommes infinies de T 
qui contient la sous-categoric pleine formee des objets de A. Les objets de A engendrent T en tant 
que categoric triangulce aux sommes infinies si T = Tria A. 

Theoreme 7.6.0.4 Soit T une ¥L-categorie triangulee algebrique aux sommes infinies qui est en- 
gendree, en tant que categorie triangulee aux sommes infinies, par un ensemble A d 'objets compacts. 
II existe une Aqo -categorie A strictement unitaire et minimale sur A et une equivalence triangulee 

V^A — ► T, A A >— > A. 

Demonstration : Par definition des categories triangulccs algebriques, T est la categorie stable 
£ d'une categorie de Frobenius £. Nous rappelons [Kel94a, 4.3] qu'il existe une categorie differentielle 
graducc unitaire A' sur A et une equivalence triangulee 

VA! -+£, A A ^ A. 

Nous rappelons que VA' est engendree par les ^4-modules libres A'(—,A), A E A. Choisissons 
un modele minimal A de A' qui est strictement unitaire (3.2.4.1). Nous deduisons du theoreme 
(4.1.2.4) que la restriction le long de A' — > A induit une equivalence de categories 

VooA -> VA'. 

Comme, pour tout A G A, le _4'-polydule restreint A h = A(— , A) est Aoo-quasi-isomorphe a 
A' (— , A) , nous avons une equivalence 

V^A ->£, A^ i — ► A. 

□ 

Remarque 7.6.0.5 Par construction de la categorie A' dans [Kel94a, 4.3], le A-A-bimodule sous- 
jacent a A est donne par 

(A, A') ^ A(A, A') = Hom r (A, S n A'), A, A' e A, 
nez 

et par la composition de T. 

Theoreme 7.6.0.6 Soit T une K.-categorie triangulee algebrique qui est engendree par un en- 
semble d'objets A. existe une Aoo-categorie A strictement unitaire et minimale sur A et une 
equivalence triangulee 

tria .4 ^T, A A ^ A, 

ou tria .A est la sous-categorie de V^A engendree par les objets libres A A , A G A. 
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Demonstration : Par definition des categories triangulees algebriques, T est la categorie stable 
£_ d'une categorie de Frobenius £ . La construction de [Kel94a, 4.3] nous donne une categorie 
differentielle graduee unitaire A' sur A telle que nous avons une equivalence triangulcc 

tnaA'-^E, A A i— > A, 

ou tria ^4' est la sous-categoric de VA 1 cngcndree par les A- modules fibres A'(—,A), A G A. 
Choisissons un modele minimal A de A' qui est strictement unitaire (3.2.4.1). L 'equivalence de 
categories 

VA' -> VooA. 

induit une equivalence 

tria A' -> tria A 

car le „4-polydule A A = A(— , A), A s A est Aoo-quasi-isomorphe a la restriction de A'(— , A). Nous 
en deduisons qu'on a une equivalence (triangulcc) 

tnzA^E, A A ^A. 

□ 

Corollaire 7.6.0.7 SoitT une'K-categorie triangulee algebrique telle que dans le theoreme (7.6.0.6). 
II existe une A^-categorie A strictement unitaire et minimale sur A et une equivalence triangulee 

H°(XwA) -> T, A^A. 



Demonstration 



Immediat par les theoremes (7.1.0.4) et (7.6.0.6). 



□ 
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Chapitre 8 



L'Aoo-categorie des Aoo-foncteurs 



Introduction 

Le but de ce chapitre est de construire l'analogue Aoo de la 2-categoric cat des pctitcs categories. 
Nous construisons une 2-categorie catoo dont les objets sont les Aoo-catcgorics strictement unitaires. 
La categorie des espaces de morphismes 

catoo (^4,6), »4,S e Objcatoo, 

sera dcfinic comme l'homologic -ff Func oo (^l, B) d' Line AoQ-CBitc gorie dont les objets sont les Aqo- 
foncteurs strictement unitaires. 

La categorie FunCoo(.A, B) a ete construite independamment par K. Fukaya [FukOlb], V. Lyuba- 
shenko [Lyu02] et M. Kontscvich et Y. Soibelman [KS02a] , [KS02b] . Les compositions de Fu nCoo (A, B) 
de V. Lyubashenko, bien qu'obtenues par une methode differente, sont les memes que les notres. 

Plan du chapitre 

Soit A et B deux petites Aoo-categories (non necessairement unitaires). Dans la section 8.1.1, 
nous construisons une Aoo-categoric NunCoo(*4, B) dont les objets sont les Aoo-foncteurs A — * B. Les 
compositions de IMunCoo(-4, B) seront construitcs par un processus de torsion (voir le chapitre 6). 
Dans la section 8.1.2, nous montrons que NunCoo(A B) est fonctoriel en A et B et nous definissons 
la categorie natoo dont les objets sont les Aoo-categories. Dans la section 8.1.3, nous montrons que 
toutes les constructions des deux sections prcccdcntcs sont compatibles aux Aoo-structures stric- 
tement unitaires (Aoo-categories, Aoo-foncteurs...) et nous definissons la 2-categoric catoo comme 
une sous-categorie non pleine de natoo- 

Dans la section (8.2), nous construisons un Aoo-foncteur 

z : Funcoo(»4, B) — > C^A, B), A,B e catoo, 

ou Coo(^4, B) est la categorie differentielle graduee des ^l-S-bipolydules strictement unitaires (8.2.1). 
Ce foncteur generalise l'Aoo-foncteur de Yoneda construit en (7.1.0.1). Nous montrerons que'il in- 
duit des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Dans la section 8.2.2, nous definissons 
les equivalences faibles d'Aoo-foncteurs strictement unitaires (elles sont l'analogue Aoo-categorique 
des homotopies entre Aoo-morphismes) et nous les caracteriserons a l'aide de leurs images par 
l'Aoo-foncteur z. 
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8.1 L'Aoo-categorie des Aoo-foncteurs 

8.1.1 L'Aoo-categorie Nunc 00 (^l, B) 

Soit A et B deux ensembles et A et B des Aoo-categories sur A et B. Nous construisons dans 
cette section, l'Aoo-categorie NunCoo(-4, B) des Aoo-foncteurs non necessairement strictement uni- 
taires. La lettre N remplace la lettre F dans FunCoo et se rapporte au N de "Non unitaires". 

Soit /i et fi deux Aoo-foncteurs A ^ B. Nous rappelons que f 2 B^ est le A-A-bimodule 

(A',A)^B(f 1 A'J 2 A). 

Definition 8.1.1.1 Nous posons 

Hom NunCoo (/i,/ 2 ) = Hom grC{AA) (T c SA, ^BjJ. 
Nous obtenons ainsi un objet gradue dans la categorie de base VectK. 

Remarque 8.1.1.2 Soit H un element de degre r de Homi\| unCoo (fi, $2)- Pour tout entier i > 0, 
nous notons incl l'inclusion de (SA) 01 dans T C SA. Soit Hi, i > 0, la composition 

(SA) Ql ^T C SA-^ h B h . 

Nous definissons les morphismes 

hi :#-*,6 n i > 0, 

J2 fl ' — ' 

par les relations 

Hi o ( w 01 )" 1 = i > 0. 

Les applications Hi 1— > hi, i > 0, sont clairement des bijections. Le morphismc H est done determine 
par des morphismes gradues 

h i :A(Ai- 1 ,A i )®...®A(A ,A 1 )^B(fiAo,hAi), » > 0. 

de degre r — i, pour toute suite (^4oj ■ ■ ■ 1 ^-i) d'objets de A. En particulier, si i = 0, nous avons un 
morphismc 

h : eA—> frB^, I A ^h (I A ). 
Nous noterons souvent h A € Homs(/iA, faA) l'element ho(J- A )- 

Remarque 8.1.1.3 Soit / : A — > B un Aoo-foncteur. Posons /i* = /i si i > 1 et ho = 0. Ccci nous 
fournit un clement H dc degre +1 dc HorriN unCoo (/, /). Nous avons alors un diagramme commutatif 

(SA) & ( B+A — ^ B+fBj 




H 



Pi 



dont nous deduisons les egalites H = u o Fi, oil F est la construction bar co-augmentee de /. 
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Compositions nafves de morphismes d'Aoo-foncteurs 

Nous construisons dans ce paragraphe une Aoo-categorie J- (A, B) = T dont les objets sont les 
Aoo-foncteurs A — > B et dont les espaces gradues de morphismes sont les 

Hom^(/ 1 ,/ 2 ) = Hom grC{Kk) (T c SA, h B h ). 

Nous montrons que J- est munie d'une topologic pour laquellc cllc est une Aoo-categorie topolo- 
gique. Nous construisons cnsuitc un element tordant topologique de T (voir 6.2). 

Au lieu de construire les compositions mf ', i > 1, nous allons construire des morphismes (voir 
les bijections to, <-» 6j dans la section 1.2.2) 

bf : ST &i -> ST, i>l, 

puis nous verifions que cela dcfinit bicn une AoQ-Ccitc gorie. Remarquons que nous avons un isomor- 
phismc 

ST{f u h) Homg r c(A,A) (B+A, S fa B h ). 

Le morphismc 

bf : Hom grC(AiA) (B+A, S ^B yj -> Hom^c^ (B+A, SfBjf) 
est la differentielle de l'espaces de morphismes gradues entre complexes : elle est definie par 

tp^bf oip-(-l)Mipob B+A , 

oil ip est de degre \<p\. Soit % > 2 et (/o, ■ ■ ■ , fi) une suite d'Aoo-foncteurs .4 —> £>. Le morphismc 
bf envoie un element 

9i • ■ • 0gi G Hom grC(AiA) (S + 4,S' /i Sy ! _ i ) ... Hom gr c(A,A) (B+A, S^B/J 

sur la composition 

5+4 ^ ... S f B fo *♦ S f B fo . 

Lemme 8.1.1.4 Les morphismes mf , i > 1, definissent une structure de Aoo-categorie sur J 7 . 

Demonstration : Nous avons clairement bf o bf = 0. Soit n > 2 et soit gi, 1 < i < n, des 
elements de S.7 7 de degre |<?j|. Les termes de la somme 



]T 6f(I 0J '0 6f 0l 0, )](9n0...0 3i) 



j-\-k-\-l — n 

sont des trois types : ceux ou i = n et k = 1, ceux ou z = 1 et A: = n et ceux oil z, j 7^ 1. 
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Lorsquc i = n et k = 1 nous trouvons 

[^'0lf0F")]( ftl 0...0 ff i) 

= (_i)j:r<« +1 M b ? ( 5n . . . q 6f © ... ax) 

= (_i)E r<(+1 l^l^( 5 „ ... 6f . . . 9l ) 
_(_!)E r < !+1 Wfc^ ... <7 m & B+ ^ . . . 51) 

= &»(I®J0 6f 0l ')(5nO...©3i)A(") 



-(-l)£J*l&B(0 n 



6g(I®J © 6f 0l 0i )(5nO---09i)AW 



-(-l)SrW6B(|, n 



g l+1 ... ffl )(I©* fc^- 4 I©')A(") 



Qg l+1 Q...Qgi)A^b B+A 



= bf I®%„ © ■ ■ ■ © 3i)A(") 

_(_l)E r ( 5 „ © ... © © ... © 

- Lorsquc i = 1 et fe = n nous trouvons 

bf ■b^(g n ®...®g 1 ) 

= bf(b^(g n Q...® gi )) 

l^( 5 „ © . . . © ... © fll )frB + ^ 

= fef(6»( 5 „0...0 ffl )A(")) 

- Lorsquc i ^ 1 et k ^ n nous trouvons 

[6f(I^0 6f 0l°O](Sn0...0 5i) 

= (-l)Er<I + l Iflrl^ ( 5 „ . . . bf(g l+J + 1 ... . . . 9l ) 

= (_i)E r < i+1 My? {gn . . . (6f ... 5i+ i)AW) . . . 9l ) 

= (_l)E r<!+1 Is-lftf ( p „ . . . (fcB ( gi+j+1 ... 5i+1 )A( fe )) ... 5l )A« 
= ftf (I Q J 6f I Q %„ ... 3i)(I 0J A« I 0Z )A« 

= bf &f 0l si )fe„0...0 5i)A (n) 

Les dernieres lignes des deux premiers cas se compcnscnt grace aux signes et la somme de ce 
qui rcstc est nullc car B est HUG A_Q£; - C£ltG gorie. □ 

Remarque 8.1.1.5 L'Aoo-categorie T(A, B) ainsi construite est clairement fonctorielle en A et B. 
Si / : A — > A 1 est un Aoo-foncteur, l'Aoo-foncteur induit J-(A',B) — ► .F(.4, B) est strict. II envoit 
if G Horri|\| unCoc (/i, /2) sur sa composition avec Bf. Si / : B — > B' est un Aoo-foncteur, l'Aoo- 
foncteur induit T{A\B) — > JF(.4, B) n'est plus strict. Notons le 3. Soit G sa construction bar. Le 
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morphisme G\ envoie H £ Horri|\| unCoa (fi, f 2 ) sur sa composition avec F\. Les formules dehnissant 
les Gi, i > 2, sont obtenues a partir des formules definissant les bf , i > 2, en remplacant les bf 
par des Fi. Les problemes de fonctorialite seront etudies plus en details dans la section 8.1.2. 

Description concrete 

Regardons ce que sont les compositions de morphismes d'Aoo-categories du point de vue de la 
remarque 8.1.1.2. 

Soit H un element de HomM unc=o (/1, ^2) de degre \H\. Le morphisme mf(H) est determine par 
des morphismes 

K-.A® 1 ^ h B h , z>0. 
Nous verifions que h! i est egal a la somme 

mf o hi - (-1) ,H| 5^(-l) l+ * J '^ + i+,(l j mi 1 0Z ). 

Soit i > 2. Soit fo, ■■ ■ ,fi des Aoo-foncteurs A — > B. Pour tout 1 < i < i, soit iff un element 
de Horri|\| unc=o (ft-i, ft) de degre \H t \. Notons \H\ la sommc des degrcs \H t \. Soit H' l'element de 
HomN unCoo (f , fi) egal a mf (H n ... Hi). Alors 7?' est donne par des morphismes gradues 

h' n : A(A n - 1 ,A n ) ® ... A(A , A x ) -> B(f Q A Q , f,A n ), n > 0. 

de degre — n, pour toute suite (A , . . . , A n ) d'objets de A. Soit Xk € -4(A fc _ 1; 1 < fc < n. 
Nous notons incl l'inclusion de (SA) 01 dans B + A. L'element h! n (x n ... xi) est egal a 

-uobf o [(lo 01 )- 1 ^ ... Hi)] o A(*) o incl o (w ™)- 1 ^ . . . xi) 

Prenons un exemple simple. 

Exemple 8.1.1.6 Supposons que i = 3 et n = 2. La composition A' 3 ' o incl o (ui &2 )~ 1 (x2 Xi) 
est egale a la somme dans B + A® 3 

[I A2 l M (co 02 )- 1 - I A2 (lu)- 1 (co)- 1 - 

(lj)- 1 I Al (w)- 1 + I A2 ( W 02 )~ 1 I Ao 

-(w)" 1 (lu)- 1 I Ao + (w 02 )- 1 l Ao I Ao ] (x 2 Xi). 

Nous trouvons done que mf(h^ /12 hi)(x2 xi) est egal a la somme des elements 
mf (± (/i 3 )a 2 (/i 2 )a 2 Oi)2 ± (/is)a 2 (/i 2 )i (fti)i 

±(/l 3 )l (h 2 ) Al ± (/l 3 ) A2 (h 2 ) 2 (/n) Ao 

±(/l 3 )l (h 2 )l (ftl)Ao ± (^3)2 (h 2 ) Ao (/ll)Ao) (X2 Xi). 

Le morphisme 

h' 2 (x 2 Q Xl ) : f A -» / 3 A 2 

est done la somme des compositions (au signcs pres) des suites de morphismes representees par un 
chemin de fleches menant de foAg a f%A 2 dans le diagramme ci-dessous 
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Rcmarquons qu'il n'y a aucune Heche verticale (qui correspondrait a un (fj)i(xi) ou un (fj)2(x2 8> 
xi)) dans ces chemins de fleches. 

De facon generale, nous trouvons que l'element H' dc Horri|\| urlCoo (/o, /„) est donne par 
K= E (- 1 )'"»f((A<)ii©»-©(^)j,). »>0, 

ou les entiers j Q sont > 0, et ou le signe est donne par l'egalite 

(-iy(m h © ... o (Fry o ( W Q ") = ((^^ ... (/iik). 

Remarque 8.1.1.7 Soit H l'element dc Horri|\| unCoc (/, /) construit a la remarque (8.1.1.3). Si ft = 

/, < t < i, et Ht = H, 1 < t < i, le signe (— l) s ci-dessus est le meme que le signe ( — l) s de 
l'equation (**„), n > 1, dans la definition des Aoo-foncteurs (5.1.2.5). 

Topologie sur T 

Nous munissons l'espace 

Homjp(/i,/ 2 ) = Hom g , rC(A , A) (S + ^, j;2 ^ i ) 
de la topologie definie par la filtration decroissante Fi, i > 0, ou 

Cette topologie est separee. La description ci-dessus montre que les compositions de T sont des 
morphismcs continus contractants (voir 6.2.1). L Aoo-categorie T est done topologique (6.2.1.1). 

Element tordant de T 

Notons F l'ensemble des Aoo-foncteurs A — > B. L'element tordant 

x : ew — > T 

envoie le generateur 1/ de ep(/, /) sur l'element H de degre +1 de HorriN unCoc (/, /) construit a 
partir dc / (voir 8.1.1.3). 
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Verifions maintenant que x est un element tordant topologique. Comme le morphisme ho est 
nul, l'image de x est dans le voisinage T\. La restriction de la sommc 

^m; , ;//-';:lH:/r-4 ■ 

i>l 

a (SA) &n est la somme 

ji+-+jl=n 

Rappelons que hi = i > 1. L 'equation de Maurer-Cartan appliquee a If est done equivalente a 
l'ensemble de equations (**„), n > 1, de la definition d'un Aoo-foncteur (5.1.2.5). 

L'Aoo-categorie NunCoo^, £J) 

Definition 8.1.1.8 (Voir aussi [FukOlb], [Lyu02] et [KS02a], [KS02b]) 

L'Aoo-categorie Nunc 00 (^l, B) est la categorie tordue T x (voir 6.2.4.3 pour la torsion). 

Remarquons que les compositions TO ? Njnc= °, i > 1, de [FukOlb], [Lyu02] sont les memes mais 
obtcnues de manicrc differentes. 

Description concrete 

Donnons maintenant une description du morphisme 

m Nun Coo . HomNunCooC/l,^) ~> HomNunc^ (/l , /2). 

Soit 7? un element de degre \H\ de Horri|\| unCoo (/x, fz). Le morphisme iJ' = m^ unc ' x ' (H) est determine 
par des morphismes 

h'i : A 0i -► /2 %, i>0. 
Nous verifions que ft.^ est egal a la sommc 

£ il+ ..+*=»(-l)'"*f ((/ 2 k ... (h) it fc it+1 (/i) jt+I ... (/ik) 
-(-l)l fc l + ' +fc ^ j+ i +l (l 0J l 0i ), 

ou l'exposant du signc s est la somme du signc apparaissant dans la torsion (6.1.2) ct du signe 
donne par l'egalite 

(-l)*^)^ ... (coF 2 ) n H h+1 (w*i) it+1 ... o 
= ((/a)* ... (/ 3 )* (/i) Jt+1 ... 

La description des compositions superieures m^" 1130 , i > 2, se fait de faeon similaire. Reprenons 
l'exemple 8.1.1.6 et posons 

H" = m% unc °° (h 3 &h 2 Q hx) e Hom Nunc=o (/ , / 3 ). 

Le morphisme 

h' 2 \x 2 Q Xl ) : f A n -> f 3 A 2 

est la somme des compositions (au signes pres) des suites de morphismes representees par un 
chemin de fieches menant de /qAq a f 3 A 2 dans le diagramme ci-dessous 
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An 



x 2 



A, 




UMX 2 Xi) 



Graphiqucment. la torsion consistc done a autoriscr les Heches verticales dans les chemins. 
Remarque 8.1.1.9 Si B est une categorie differentielle graduee, la categorie Nunc oa (A 7 B) est 



aussi une categorie differentielle graduee car les compositions m^ LnCo ° , i 

8.1.2 Fonctorialite de Nunc 00 (^4, B) 
Fonctorialite en A 



> 3 sont nullcs. 



Soit A, A', B des petites Aoc-catcgories. Soit g G A' — > A, /i,/2 : A — > B des Aoo-foncteurs. 
Soit H un clement dc HorriN unCoo (/i, /a). Nous definissons P clement 



H*g e Hom Nu n Coo ((/i og), (/ 2 o fl )) 



comme la composition 



5+4' 



ou la seconde fleche est induite par H. Comme G est un morphismc dc cogebres diffcrcntielles 
graduees, le morphisme de F-F-bimodulcs 

1-kg: NunCoo(/i,/ 2 ) -»• Nunc^/i o g), (/ 2 o g)) 

est un Aoo-foncteur strict. 

Fonctorialite en B 

Soit A, B ct B' des petites Aoo-categories. Soit g S B — > B', /i,/ 2 : A ^ B des Aoo-foncteurs. 
Soit H un element de HorriN unCoo (/i, / 2 ). Nous allons construire un element 

g * i? e Hom NunCoo ((g o /i) , (g o / 2 )) . 

Cela nous fournira un Aoo-fonctcur strict 

: NunCoo(/i,/ 2 ) -»• Nunc^^g o f x ), (g o / 2 )) 

Commengons par introduire quelques notions. 

Soit M un A-A-bimodule differentiel gradue. Soit C, C\ et C 2 des cogebres cocompletes dans 
la categorie des cogebres differentielles graduees de la categorie de base C(A, A). Nous munissons 
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le A-A-bimodule C2 M C\ de la structure de C2-Ci-bicomodulc (cocomplet) induite par les 
comultiplications de C2 et C\. Soit 

Fi : C -> d et F 2 : C -> C 2 

des morphismes de cogebres. 

Definition 8.1.2.1 Une (F\,F2)-coderivation est un morphisme de A-A-bimodules 

K :C ->C 2 QM(DC 1 

tel que 

(A C2 0l0l)oif=(F 2 0if)oA c et (l0l0A Cl )oif=(if0F 1 )oA c . 

Lemme 8.1.2.2 Soitpi la projection C2&MQC1 surM. L 'application KopioK est une bisection 
de I'ensemble des (Fi, F^)-coderivations sur les morphismes de A-A-bimodules C — > M. □ 

Soit Ci , C2 et C3 des cogebres cocompletes dans la categorie des cogebres differentielles graduees 
de la categ orie de base C(A, A). Le produit cotensoriel d'un Ci-C2-bicomodule lVL avec un C2-C3- 
bicomodule N est le noyau 



MBN= ker (m N A0 M 0A M C 2 N). 



Rcprenons la construction de H*g. Nous rappelons que les A-A-bimodules ^B^ et j 2 Bj 2 sont 
des Aoo-categories sur A. Soit 

Fi : B+A B+ h B h et F 2 : B+A B+ /2 S /a 

les constructions bar co-augmentees de /1 et /2. Le morphisme 

H : B+A -> / Si 

J2 /l 

se releve en une (-Fi, i^-codcrivation de comodulcs 

K : B+A -> : B; Q f Bf B+; 6; . 

J2 J2 /2 Jl Jl Jl 

L'Aoo-foncteur g : B — > £>' induit un morphisme G de dcgrc 

B + f 6; 0,6, B + f Bi B+. f B.f . ; B hi ®B+ f B, f . 

12 j2 j2 ji ji ji 3/2 gj2 gj2 gji gji gji 

Nous verifions que la composition G o K dcfinit une (GF\, GF^-codcrivation 

B+A^>B+. fB-f Q-tB.f GB+.fB-; 

9/2 3/2 w gh gfi gh gh 

et nous dcfinissons l'element g * H par la composition 

Pi°{GoK):B+A^ ih B. fi . 

Munissons B + j 2 Bf 2 fJS^ B+^B^ de la differentielle induite par les bf , i > 1, et notons 
D(f2,fi) lc bicomodulc diffcrcnticl gradue obtenu ainsi. Nous pouvons considere D(fi,f 2 ) comme 
la construction bar du ^S^-^S^-bipolydule j 2 Bj i - 
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Remarque 8.1.2.3 Soit H un clement de Homi\| unCoc (fa, fa) et K la coderivation associee. L'element 
TO^ unCoc (H) correspond a la coderivation S(K) dans l'espace differentiel gradue des morphismes 
gradues 

(Hom grCiAiA) (B + A,D(fa,fa)),6 

Soit i > 2. Soit fa, . . . , fi des Aoo-foncteurs A — > B. Pour tout 1 < t < i, soit H t un clement de 
HorriN unCoo (/ t _i, ft) de degre \H t \. Notons C t la cogebre differcnticlle graduee B + j t B^. Le Cj-Co- 
bicomodulc 

D(f i ,f i _ 1 )B...BD(f 1 ,fa) 
est isomorphe en tant qu'objet gradue a 



Ci /.Sy._ i C 4 _i f.^Bf^ C 4 _ 2 © • • • © C x fJ3j Q © C : 



i- 



Nous le munissons de la differentielle induite par les bf , i > 1. L'element 

mi(.H< ©...Off].): B+4 -> A B /o 
correspond a la i^-i^i-codcrivation 

K:B+A^D(fa,fa) 

qui est le relevement 

£+4 ^ (B + A) & K ^ K * D {fa fa.,) B...B D(fa, fa) -U j.Bj Q , 

ou q est induit par les bf, i > 1. 

L'Aoo-foncteur g induit des morphismes 

£>(/,, fi-x) □ . . . □ D(/ lt / ) -> D(gfa,gfa_x) □ . . . □ D(gfa,gfa) 
et un relevement vers D(gfi,gfa) de 

/i-i) H • • • H -D(/i, /o) — ► gf ( Bgf 
qui sont compatibles aux differentiellcs. Nous cn deduisons que le morphismc de F-F-bimodules 

g-kl : NunCoo(/i,/ 2 ) -» Nunc^^g o /x), (g o / 2 )) 
definit un Aoc-foncteur strict. 

La categorie natoo 

Soit natoo la categorie dont les objets sont les petites Aoo-categories (non necessairement stric- 
tement unitaires), dont les espaces de morphismes sont les categories (sans unites en general) 

nal^ (.4,5) = ff°NunCoo(>l,B). 

II resulte de la fonctorialite de NunCoo(^4, B) que natoo est une "2-categorie sans unites pour les 
2-morphismes" . La lettre n remplace la lettre c de catoo et exprime le fait que les objets de natoo 
sont les Aqo- "categories "n"on (necessairement) strictement unitaires. 
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Remarque 8.1.2.4 Soit f\ et h in NunCoo(.A, B). Soit H un morphisme de HomN unCoc (/i, / 2 ) qui 
est un zero cycle. Soit cc un element de A(Aq, A\). Comme H est un cycle, nous avons la relation 

mf (hi(x)) - m%(h Al fix) + m%(f 2 x h Ao ) = 0. 

Nous avons done un diagramme commutatif dans H°B 



hA 



flA 1 

hAi. 



8.1.3 L'Aoo-categorie Fu 11030(^4, 

Rcprcnons les notations de la section 8.1.1 mais supposons desormais que A et B sont stric- 
tement unitaires. L'Aoo-categorie FunCoo(-4, B) dont les objets sont les Aoo-foncteurs strictement 
unitaires est definie de la maniere suivante : 

Soit /1 et fi deux Aoo-fonctcurs A — > B. Un element H de HomN unCoo (/i,/2) est strictement 
unitaire s'il verifie 

/i l (l Oa 0?7 0l o/5 ) = O, i>l. 

Les Aoo-foncteurs strictement unitaires et les morphismes strictement unitaires d'Aoo-fbncteurs 
strictement unitaires torment une sous-Aoo-categorie de N u nCoo (A, B) . Nous la notons Fu nCoo (A, B) . 
Nous vcrifions que FunCoo(-4, B) est fonctoricl par rapport aux Aoo-fonctcurs strictement unitaires. 

La 2-categorie catoo 

Definition 8.1.3.1 Soit catoo la categorie dont les objets sont les petites Aoo-categories stricte- 
ment unitaires, dont les espaces de morphismes sont les categories 

catoo (AS) = H Func oo (A,B). 

II resulte de la fonctorialitc de FunCoo(^4, B) que catoo est une 2-categoric. 

Remarque 8.1.3.2 Soit fx ct f 2 £ Fur)c oc (A,B). Soit H un morphisme de Hompunc^ (fi, h) qui 
est un zero cycle. Soit 1^ le morphisme identite de A £ A. Comme H est un cycle, nous avons la 
relation 

mf (Zn(I A )) - m$(h A /iI A ) + m? (f 2 I A h A ) = 
-m%(h A I flA ) + m®{I hA h A ) = 0. 
Nous avons done un diagramme commutatif dans H°B 



fiA 

h A 

hA 



-fiA 
hA. 
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8.2 Theorie de l'homotopie des Aoo-foncteurs 

Cette section est divisee en deux sous-sections. Soit Act B deux Aoo-categorics strictcmcnt unitaircs 
sur A ct B. Dans la premiere, nous construisons une generalisation de lAoo-fonctcur de Yoneda y 
(7.1.0.1) : nous dcfinissons un Aoo-foncteur 

z : FunCoo(A B) — > C^A, B), ^Becatoo, 

qui nous redonne 1' Aoo-foncteur de Yoneda pour A egal a en. Nous montrons ensuite que 1' Aoo- 
foncteur de Yoneda generalise z induit un quasi-isomorphismc dans les espaces de morphismes. 
Dans la seconde partie, nous definissons les equivalences faibles de l'Aoo-categorie FunCoo(^4, B) 
(elles sont l'analogue Aoo-categorique des homotopies entre Aoo-morphismcs) ct nous les caracterisons 
a l'aide de leurs images par PAoo-foncteur z. 

8.2.1 L' Aoo-foncteur de Yoneda generalise 

L 'Aoo-foncteur de Yoneda generalise 

z:Func 00 (A,B)^C 00 (A,B) 

est dcfini comme la composition 

FunCoo(AS) -► FunCoo(ACooB) ^C M (X,B) 

ou la premiere fleche est induite par le foncteur de Yoneda y : B — > CoqB du chapitre 7 et oil 9 est 
definie dans la proposition ci-dessous. 

Proposition 8.2.1.1 Soit A et B deux K x - categories sur A et B. II existe un isomorphisme 
fonctoriel de categories differentielles graduees 

9:N 00 {A 1 B) Nunc o(AA/" 00 £). 

// se restreint en un isomorphisme 

e-.C^B) ^FunCooCACooS) 

si A et B sont strictement unitaires. 
Demonstration de la proposition (8.2.1.1) : 

Le foncteur 9 

Nous rappelons (5.3.0.3) que Papplication 

0bjA/ r oo(A<6) -» ObjNunCoo(AA4oB), 

M ^ 9 M , 

est une bijcction. Nous allons etendre cette application cn un isomorphisme de categories differentielles 
graduees 

9 : Noo(A,B) -► NunCoo(A^ooB). 
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Soit X et X 1 deux _4-£>-bipolydules et 

f-X^X' 

un morphisme de M(A, B) . II est donne par des morphismes 

fij :#0I0 B^ X 1 , i, j > 0. 

Le morphisme 

9(f) e Hom MmCoo (^,e r ) 

est donne par un morphisme 

B+A 8x , [MooB) 9x = Hom T , SB (SX T C SB, SX' T C SB) 

qui envoie un element <f> de (S 1 ^) 01 de degre \<fi\ sur l'unique morphisme (voir 2.1.2.1) T tel que la 
composition p\ o T a pour composantes les morphismes 

(SB) 03 ' ^ (SA) Qi OSXQ (SB) Q i — 4- SX', j > 0. 

Remarquons que si i = 0, le morphisme 

T : SX T C SB -> SX' T C S7? 

est le morphisme donne par les morphismes -Fbj , J > 0- Nous avons ainsi defini un isomorphismc 
d'objets graducs 

Hom jV - =e (^4. B )(X, X') — ► Hom NunCoo (^ jA ^ oo B)(6'x,6'x')- 

Montrons que cet isomorphismc definit un isomorphisme de categories differentielles graduees. Soit 
/ de degre p. La compatibilite a la composition ni2 est immediate. Montrons la compatibilite a 
mi. Soit 4> e (SA) &n de degre \<j)\ et soit k "0 e SX (S73) ™'. Nous avons les egalites (le calcul 
est le meme que pour la demonstration du lemme clef 5.3.0.1) 

mf(0(/))(0)(«0VO 

= (-l)l*l + 1 [ E &&(/n,/J 1 0,3 ')(^ K V) 
-(-1) P E /«(1 Q " © &£a © 10/3 )W> © « © V>) 

E k 3 ( 1&n lx 1 0Q & B l 0/3 )(0 K V) 
-(-l) p E /i,j(l 0a 0^0 1 0/3 lx l 0n ')W> « V)] , 

-m?(0jr,0(/))(M«0^) 

= (-1)'^' + 1 E Q '>0 ^(l 0Q ' /a,/3 l Q/3 ')(0 0«0^), 

mf(0(/),0 x )^)( rt ©V>) 
= -(-l)^l +1 E Q>0 /a',^(l 0Q ' l£ i/9 1 ^')(0 © « # 

Nous en dcduisons l'egalite 

d(6(f)) = m?(6(f)) - m%(6' x 6(f)) + mf(0(/) 9 X ) = 6(d(f)) 
et nous avons le resultat. 



188 



Chapitre 8 : L'Aoc-catcgoric des Aoo-foncteurs 



Compatibilite de 9 a la fonctorialite 

Si / : A' — y A et g : B — ► B' sont des Aoo-foncteurs, ils induisent clairement des morphismes 
qui rendent commutatifs les carres 

{A, B) - Noo (A' , B) A4o (A, B) M x {A, B') 

e e e e 

Nun Coo (AA4o6) — *■ NunCoo(-4 / ,A/ , 00 B) Nuncoo(A M^B) Nun Coo (.A, Af^B'). 

Le cas strictement unitaire 

Supposons maintenant que A et B sont des Aoo-categories strictement unitaires. Nous avoirs 
les sous-categories (5.2) 

C^AB) c Afoo(A,B) et Nunc^^CcB) C Func 0o (,4,A/' o0 B). 

Par la remarque (5.3.0.6), la bijection 

Ob}AToo{A,B) -> ObjNunCoo^JS/'ooB), 
M ^ e M , 

se restraint en une bijection 

ObjCoo(AB) -> ObjFunCootACooB) 
et il est clair que, pour X et X' dans Coo (.4, B), l'application / i— > #(/) induit un isomorphismc 

Hom c=o(A£!) (X,X') Hom Func=o(AC=oe) (6»A-,6lx')- 
Nous avons done un isomorphisme de categories diffcrcnticllcs graduees 

6:Co(A,B) FunCooC^CooB). 

□ 

Theoreme 8.2.1.2 L'Aoo-foncteur de Yoneda generalise 

z:Func 00 (.A,S)-fC 00 (.A J 5) 

induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. 
Commengons par quelques lemmes. 

Soit (Nuncoo(^4, B)) la sous-categorie pleine de Nunc 00 (.A, B) formee des Aoo-foncteurs stric- 
tement unitaires. 

Lemme 8.2.1.3 Le foncteur fidele 

FunCoo(^l,B) -> Nuncoo(-4,B) 

induit un isomorphisme 

H*FunCoo(A,B) -> #*(l\lunc 00 (.A, B)) u . 
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Demonstration : Dans cette demonstration, nous utilisons une filtration qui est adaptee de 
celle de J. A. Guccione et J. J. Guccione [GG96]. 

Soit /i et / 2 deux Aoo-foncteurs strictement unitaires A — > B. Nous rappelons que l'espace des 
elements strictement unitaires de 

Hom NunCoo (/i,/ 2 ) = Hom c(AjA) (T c S , Ay 2 Sy i ) 

est forme des H qui se factorisent par T C SA, ou A est le conoyau de l'unite de A. Nous avons done 
l'egalite 

Hom FunCoo (/ 1; / 2 ) = Hom c(A , A) (0(^) 0p , /2 ^^ 

0<p 

Pour tout p > 0, nous posons 

F p = Hom c(A!A) ( (SA) Gl , f2 B fi ) © Hom c(A , A) ( @(SA) Gp (SA)^, f B h 

0<i<p 0<j 

Nous avons clairement l'inclusion Fi + i C Fi, i > 0. La limite inverse des F p , p > 0, est l'espace 
Hompuncoo (fi, $2) et F est l'espace HorriM unCoc (/i, / 2 ). Nous avons une injection d'espaces gradues 

J p : F p w Homc^^fiU, A B A ), P > 0. 

Munissons Homc( A!A )(T c SVl, f 2 B^) de la differentielle mJ' ljnCo0 et montrons qu'elle induit une 
differentielle sur F p , p> 1. 

Soit p > 1. Notons Q p la projection sur le conoyau de J p . Soit if G HomN unCoo (/1, / 2 ) tel que 
Q p {H) = 0. Cette condition est equivalente au fait que les morphismes hi, i>0, (definis en 8.1.1.2) 
verifient les equations 

/i l ((l 0a 0?7 0l 0/3 )0l 07 ) =0, a + l + /3 + 7 = i, a + l+/3<p. 

Nous deduisons de la description concrete (8.1.1.8) de l'element rn^ unc °° (H) que la composition de 
m^ n ^(H) avec 

((1 0Q 7 ? 1 0/3 )0 1 07 ), a + l + /3 + 7 = i, a + l + /3<p, 

s'annule. Ceci montre que Q p (m^ unc °° (H)) = 0. Nous en deduisons que la differentielle m^ unc °° 
induit une differentielle sur l'objet graduc F p , p > 1. 

Montrons que le quotient de l'inclusion F p+ i C F p , p > 0, est contractile. Soit G p le conoyau 
de cette inclusion. II est isomorphe a 

Hom c(A , A) (0(5e) 0p (SA)° j , f B } ) = Hom c(A , A) ((Sef? T C SA, f B k 

0<j 

Soit H un element de F ?; de degre \H\. Nous deduisons de la description concrete (8.1.1.8) de 
77^ unc ~ (H)((f)), ou 4> est un element de {Se) Qp T C SA, l'egalite 

mf p (H) = m( (A ' B) (H), 

ou T(A, B) est la categorie munie des compositions nai'ves (8.1.1). Par definition, l'element m, ' (H) 
est egal a 

b B+A oH-(-l)WHoml 
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Comme l'Aoo-categorie A est strictement unitaire, elle est 7J-unitaire (4.1.3.7). Sa construction 
bar est done quasi-isomorphe a 0. Nous en deduisons que G p est contractile. 
Montrons que l'inclusion 

J : Hom FunCoo (/i,/2) w HomN unCoo (/i,/ 2 ) 

est un quasi-isomorphismc. Les complexes G p , p > 0, sont tous contractiles. Nous en deduisons 
que le conoyau de l'injection J p , p > 0, est isomorphe a, 

(B Gl - 

0<i<p 

C'est un espace contractile. L'espace Homi\| unCoc (fi, $2) est done isomorphe a 

F p ® d, P >0. 

0<i<p 

Le conoyau de J est done 

0<i 

II est clairement contractile, d'oii lc rcsultat. □ 
Lemme 8.2.1.4 Soit A' et B' des A ^ categories sur A et B et 

g:A^A' et g' : B -► B 1 

des Aca-quasi-isomorphismes dans C(A, A) et C(B,B). Considerons les comme des Aoo-foncteurs 
(5.1.2.7). Les Aoo-foncteurs 

S* : NunCoo(>t',B)-> NunCooOA.B) et g'„ : Nunc^A, B) ->■ Nunc^A, B') 

induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. 

Nous deduisons de ce lemme et du lemme (8.2.1.3) le corollaire suivant : 

Corollaire 8.2.1.5 Reprenons les hypotheses du lemme (8.2.1.4). Si les Aoo -categories A, A' , B 
et B' sont strictement unitaires et que les Aoo -morphismes g et g' sont strictement unitaires, les 
Aoo -foncteurs restreints 

FunCoo(^',B) FunCoo^B) et Func^-A, B) -> FunCoo(.4, B 1 ) 

induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. □ 

Demonstration du lemme 8.2.1.4 ■' 
Par la proposition (6.1.3.4), il suffit de montrer que les Aoo-foncteurs induits par g et g' 

T(A',B) — > F{A, B) et T(A,B) -> T{A,B'), 

oil T{A',B), !F(A,B), T{A,B) et F{A,B') sont les categories munies des compositions nai'ves 
(voir 8.1.1), donnent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Les espaces de 
morphismes 

Hom^ (AB) (/i,/ 2 ) = Hom c(AiA) (T c SA, ^BjJ 
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sont munies de la differentielle 

S:H^m®oH- (-1)^H o b B+A . 

Comme les morphismes g[ : B — ► £>' et B+g : B+A —* B+A 1 sont des quasi-isomorphismes, nous 
avons le resultat. □ 

Demonstration du theoreme (8.2.1.2) : 

Nous allons d'abord montrer que nous pouvons se ramener au cas ou les Aoo-categories stricte- 
mcnt unitaires sont diffcrentiellcs graduccs unitaires, puis nous prouverons le resultat en utilisant 
des arguments d'algebre homologiquc classiquc. 

La proposition (7.5.0.2) nous donnc des modeles diffcrcnticls graducs unitaires A' et B' munis 
d'Aoo-quasi-isomorphismcs strictemcnt unitaires 

A -> A' et B -> B'. 

Le lemme 8.2.1.4 et son corollaire 8.2.1.5 nous donne un diagramme 

Fu n Coo (A, B) — 5— »- Coo (A, B) 



Func 00 (^,B') 



■Coo(i,B') 



Funcoo^', B') Coo{A', B') 

dont toutes les Heches verticales induisent des quasi-isomorphismes dans les cspaces de morphismes. 
lis nous suffit done de montrer que 

z : Func 00 {A,B)^C 00 (A,B) 

est un quasi-isomorphismes dans le cas ou A et B sont differentielles graduees unitaires. Le lemme 
(8.2.1.4) et la proposition (5.2.0.4) montrent qu'il est equivalent de montrer que 

z : (NunCoo(^,B)) u -> (M <x (A,B)) u 

est un quasi-isomorphisme. Soit /i et fa des Aoo-foncteurs strictement unitaires A — > B. Nous 
avons un isomorphismc 

Hom C(A ,A)(B + ^, jB h ) Hom^o P0 ^(^l B+A A, h B fi ). 

Rappclons (7.4.0.1) que l'Aoo-foncteur de Yoneda 

y : B - C^B 

induit un quasi-isomorphisme dans les cspaces de morphismes. Nous avons done un quasi-isomorphisme 

Hom A o PQA (A Q b+a Q _4 ) -B^) 



Hom A o PQA (A B+A A, Hom CaoB {y °h,V° /a))- 
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Notons RHom le foncteur derive a droite qui calcule les groupes Ext*. Le dernier terme ci-dessus 
se recrit 

KHom A o PQA (A 7 RHom B (y of u yo f 2 )) . 

II est isomorphe a 

RHom A o PQB (y o f l: y o f 2 ) 

qui est isomorphe a 

Honu., 0B (.4 T C SA S(y o h) T C SB B, S(y o f 2 )) ~ 

Hom c(A)B) (T C SA S(y o h) © T C SB, S(y o f 2 )) ~ 
HomfTcs^jopQfTcse) o fi),B(y o / 2 )). 
Comme nous avons des egalites de „4-£>-bipolydulcs 

l/° / = *(/), f 6 NunCoo(-4,B). 
le lemme (8.2.1.1) montre que le dernier espace de morphismes ci-dessus est 

Hom^ (AB) (z(/i),z(/ 2 )). 
La composition de tous les (quasi-)isomorphismcs ci-dessus ctant le morphisme 
z{h,h) ■ Hom NunCoo (^ B )(/i,/ 2 ) -» Hom J v oo( ^ 3) (/ 1 , / 2 ), 

nous avons le resultat. □ 

Remarque 8.2.1.6 Par construction, l'image de l'Aoo-foncteur z est formee des _4-,B-bipolydules 
qui sont de la forme 

B(?J-), f eFun Coo (A 7 B). 
lis sont libres en tant que £>-polydules. 

8.2.2 Equivalences faibles d'A^-foncteurs 

Les equivalences faibles entre Aoo-foncteurs sont l'analogue Aoo-categorique des homotopies entre 
Aoo-morphismcs. 

Definition 8.2.2.1 Soit A ct B deux Aoo-catcgorics sur A ct B. Soit / et g deux Aoo-foncteurs 
A — ► B. Un element H e Z°Homi\| unCoo (/, g) est une equivalence faible s'il devient un isomorphisms 
dans _ff°NunCoo(-4j B). Nous dirons alors que f et g sont faiblement equivalents et ecrirons / ~ g. 

Remarque 8.2.2.2 Supposons que A et B sont strictement unitaires et / et g sont des Aoo- 
foncteurs strictement unitaires. D'apres le lemme (8.2.1.3) / et g sont faiblement equivalents si ct 
seulement si il existe un morphisme strictement unitaire H E Z°HomF U nc oc , (/i, h) qui devient un 
isomorphisme dans iJ°FunCoo(.A, B). 

Proposition 8.2.2.3 Soit A et B deux A^-categories strictement unitaires sur A et B. Soit f et 
g deux Aoo-foncteurs strictement unitaires A — > B. Un element H £ Z Horri|\| unCDo (/, g) est une 
equivalence faible si et seulement si ho : e A — * Homg(/?, g— ) induit un isomorphisme de foncteurs 
H°f -> H°g de H°A dans H°B. 
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Demonstration : D'apres le theoreme (8.2.1.2), nous avons un isomorphismc 

H^uncMB) H°Coo(AB). 
L'element H est done unc equivalence faible si et sculement si le morphisme de .4-£>-bipolydulcs 

z{H) : z(f) - z(g) 

est une equivalence d'homotopie dans Coo(A, B), e'est-a-dire (voir l'equivalence entre D2 et D3 dans 
4.1.3.1) si et seulement si z(H) est un Aoo-quasi-isomorphisme de ^l-S-bipolydules. Par definition 
des Aoo-quasi-isomorphismes, ceci est equivalent au fait que le morphisme de C(A,B) 

5- 1 (z(ff)Ko:B(?,/-)^B(?, 5 _) 

est un quasi-isomorphisme, e'est-a-dire qu'il devient un isomorphisme en cohomologie. Comme le 
foncteur de Yoneda au sens classique envoie la classe dans H*B de 

h A = h a (I A ) : fA -» gA, A e A, 

sur 

S-\z(H)) 0fi : H*B(?JA) ^ H*B(?,gA), 

S~ 1 (z(H))ofi est un quasi-isomorphisme si et sculement si h A induit un isomorphismc dans H*B. 
ou de manierc cquivalentc dans H°B. □ 
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Chapitre 9 

Les Aoo-equivalences 



Ce chapitre est divise en deux parties. Dans la section 9.1, nous defmissons l'Aoo-isomorphic 
dans une Aoo-categorie A et nous montrcrons que cette notion est un relevement Aoo-catcgorique de 
l'isomorphie dans H a A au sens classique. Dans la section 9.2, nous defmissons les Aoo-equivalences 
et nous montrons qu'un Aoo-foncteur / est une Aoo-cquivalcncc si et sculement si /i est un quasi- 
isomorphisme et H°fi : H°A H°B est une equivalence de categories au sens classique. Cette ca- 
racterisation des Aoo-equivalences a ete enoncee par M. Kontsevich [Kon98] . K. Fukaya l'a demontre 
de maniere independante [FukOlb, thm. 8.6], ainsi que V. Lyubashenko [Lyu02]. 

9.1 L'Aoo-isomorphie 

Soit O un ensemble. Considerons comme une categorie de la maniere suivante : les objets sont 
en bijection avec O et, pour i, j £ O, l'espace de morphismes Homo(i, j) contient un unique clement 
note (i, j). La composition est alors necessairement donnee par 

{j,k)°{i,j) = {i,k), i,j,ke®. 

En particulier, l'idcntitc de i £ O est le morphisme et tous les morphismes sont des 

isomorphismes. 

Definition 9.1.0.1 Soit n > 1. Considerons l'ensemble a n elements {l,...,n}. Soit I„ la K- 
categorie engendree par la categorie {1, . . . , n}. 

Remarque 9.1.0.2 Soit n > 2. Soit A une K-categorie et des objets Ai € Obj^l, 1 < i < n. lis 

sont isomorphes si et seulement si il existe un foncteur 

/ : I„ -» A 

qui envoie i sur Ai. Nous disons alors que / est mi foncteur d'isomorphie pour les objets Ai £ Obj A, 
1 < i < n. 

Definition 9.1.0.3 Soit n > 2. Soit A une Aoo-categorie strictement unitaire sur A et des objets 
Ai € A, 1 < i < n. Les objets Ai G A, 1 < i < n, sont Aqo -isomorphes s'il existe un Aoo-foncteur 
strictement unitaire 

/ : I„ -» A 

qui envoie i sur Ai. Nous disons alors que / est un Aoc-foncteur d'Aoo-isomorphie pour les objets 
Ai e A, 1 < i < n. 
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Nous prouvons maintenant un lemme enonge dans [Kon98] : 

Lemme 9.1.0.4 Soit A une Aoo- categorie strictement unitaire. Soit n > 1. Des objets Ai G A. 

I < i < n, sont Aoo-isomorphes dans A si et seulement Us sont isomorphes dans H°A. 

Demonstration : Comme A est strictement unitaire, il existe (3.2.4.1) un modclc minimal 
strictement unitaire H*A pour A et des Aoo-foncteurs strictement unitaires (3.2.4.2) 

i : H*A ->• A et q : A -> H* A. 

Nous en deduisons que des objets Aj G A, 1 < i < n, sont Aoo-isomorphes dans A si et seulement 
si ils sont Aoo-isomorphes dans H*A. Nous pouvons done supposer que l'Aoo-categorie A est 
minimale. 

Soit A gorie minimale. Montrons que l'Aoo-isomorphie dans A entraine 1'isomorphic 

dans H°A. Soit / : I„ — > A un Aoo-foncteur d'Aoo-isomorphie pour A; G A, 1 < i < n. Comme 
les Aoo-categories I n et A sont minimales, / : I„ — > A = H°A definit un foncteur d'isomorphie 
pour les objets A G A, 1 < i < n. 

Montrons que l'isomorphie dans H°A implique l'Aoo -isomorphic dans A. Soit g : I„ — > H°A un 
foncteur d'isomorphie pour les objets Aj G Obj H°A, 1 < i < n. Nous cherchons un Aoo-foncteur 
strictement unitaire 

/ : In -» A 

tel que /i = iog, ou i est l'inclusion A A. D'apres le theoreme (3.2.2.1), il suffit de construire un 
Aoo-foncteur /' (non necessairement strictement unitaire) tel que f{ = f\. Nous allons construire 
les f' rl r > 2, par recurrence sur r. Supposons donne des morphismes gradues fl, 1 < i < r, de 
degre 1 — i, defmissant un A r -foncteur I„ — > A. Soit un morphisme de degre — r. Le lemme 
(B.4.2) affirmc que la suite des 1 < i < r + 1, definit un A r+ i-foncteur si nous avons l'egalite 

Snochifr+i) = -r{f 2 , ■ ■ ■ , fr) 

ou r(/2, . . . , f^) est un certain cycle du complcxc dc Hochschild C*(I„, pAp). Comme la categorie 
I n est equivalente a la categorie triviale Ii, le complexe de Hochschild C*(I„, jAj) est acyclique. 

II existe done un morphisme ,f' r+ i tel que les morphismes gradues /[, 1 < i < r + 1, definissent un 
A r+ i -foncteur I„ — > A. □ 

9.2 La caracterisation des Aoo-equivalences 

Definition 9.2.0.1 Deux Aoo-categories strictement unitaires A et B sur A et M sont Aoo-equivalentes 
s'il existe des Aoo-foncteurs strictement unitaires 

/ : .1 • tt et // : B ■ A 

tels que foget lg sont Aoo-isomorphes dans FunCoo(£>, B) ct go f et 1^ sont Aoo-isomorphes dans 
FunCoo(A, A). Nous dirons alors que / (ou g) est une Aoo- equivalence entre A et B. 

Definition 9.2.0.2 Soit A ct B deux categories diffcrcntielles graduee unitaires sur A ct B. Ellcs 
sont equivalentes (au sens classique) s'il existe des foncteurs 

f:A^B ct g:B->A 

et des isomorphismes des foncteurs 

pi : f o g — > 1 B et y:go/^U 
Nous dirons alors que / (ou g) est une equivalence entre A et i3. 
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Remarque 9.2.0.3 Soit A et B deux categories differentielles graduee unitaires sur A et B. Sup- 
posons qu'elles sont equivalentes. Soit / une equivalence entre A et B. Soit g, (i et v comme dans 
la definition (9.2.0.2). L'element H G HomF unCoc (/ o g, lg) (resp. H 1 G Hompunc^, (<? ° /; 1.4.)) defini 
par 

ho = /j,, hi = 0, i > 1, ^resp. h' = /i, h\ = 0, i > 1^) 

est un cycle dans FunCoo(£>, £>) (resp. dans Func oc (^l, .A)). II induit un isomorphisme dans H Func oo (B, B) 
(resp. -ff FunCoo(.4, A)). Ceci montre que A et B sont Aoo-equivalentes en tant que Aoo-categories. 

L'enonce du theoremc suivant est du a M. Kontsevich [Kon98]. 

Theoreme 9.2.0.4 (Voir aussi K. Pukaya [FukOlb] et V. Lyubashenko [Lyu02]) Soit A et 
B deux A^- categories strictement unitaires sur A et B et f : A — > B un A^-foncteur strictement 
unitaire. Les enonces suivants sont equivalents : 

a. f est une A^-equivalence. 

b. fx induit une equivalence H* A — ► H*B, oil H* A et H*B sont la cohomologie de A et B 
considerees comme IK- categories graduees. 

c. fi est un quasi-isomorphisme et induit une equivalence H°A — > H°B. 
Demonstration : 

a => b : Supposons que / est une Aoo-equivalence. Soit g : B — > A vcrifiant les conditions de 
la definition (9.2.0.1). D'apres le lemme (9.1.0.4), l'Aoo-isomorphie dans FunCoo(S,i3) (resp. dans 
Func oc (A, A)) est equivalente a l'isomorphie dans H°FunCoo(B, B) (resp. dans H Func oo (A, A)). 
Comme / o g et lg sont isormorphes dans iJ Func oo (^4, A), il existe done un element 

fl-e^°Hom FunCoo ( 5 o/,l B ) 

induisant un isomorphisme dans 7f Func oo (S, B). D'apres la proposition (8.2.2.3), le morphisme 
ho induit un isomorphisme de foncteurs 

ir°(/» ):ir*(flio/ 1 )-»ir*iB. 

L' isomorphisme de foncteurs entre H*(fi o gi) et 1h*a es t construit de la memo maniere. 
b => c : C'est clair. 

c a : Nous allons montrer cette implication dans deux cas particulicrs puis nous montrcrons 
que cela implique le cas general. 

Premier cas : I 'application f : A — ► B est une bijection. 
Nous pouvons considerer que A est egal a B et que / est l'identite de A. L'Aoo-foncteur / est ainsi 
(5.1.2.7) un Aoo-morphisme dans la categorie C(A, A). D'apres le point b du corollaire (1.3.1.3), il 
existe un Aoo-morphisme g : B — > A et des homotopies h et h' de / o g vers lg et de g o / vers 1a- 
Grace a la proposition (3.2.4.3), nous pouvons supposer que l'Aoo-morphisme g et les homotopies 
h et h! sont strictement unitaires. Soit H l'element de HorriF unCoo (/ o g, lg) donne (voir 8.1.1.2) 
par les morphismes hi, i > 1, et h&_ = 1a, A G A. Posons Z = m^ unc °° (H). II est donne par des 
morphismcs Zi, i > 0. Montrons que H est un cycle dans Y\orc\f unc<yc (A,B). Le morphisme zq est 
clairement nul. Pour n > 1, nous vcrifions (en utilisant le fait que / o g, lg et h sont strictement 
unitaires) que 

z n= (/ °g)n - (lfi)n 

- E(- 1 ) Sm r+l+t((/ o 5 ) n ® . . . ® (/ o g) ir ® ft fc ® (lg)^ ® . . . O (lg) it ) 

- ® Wfe (8) 1®')- 
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ou s est le signe intervenant dans l'equation (***„) de (1.2.1.7). Comme h est une homotopie entre 
/ o g et 1b, le terme de droite est nul. Ceci montre que H est un cycle de Hompunc^ (/ 9, Is)- Le 
morphisme h,A, A £ A valant 1a, la proposition (8.2.2.3) implique que H induit un isomorphisme 
dans H°Func OD (B, B). Nous en deduisons (9.1.0.4) que les Aoo-foncteurs lg et / o g sont A^- 
isomorphes dans Func oc (S, B). L'Aoo-isomorphie entre g o / et 1.4 se montre de la meme maniere. 

Remarque 9.2.0.5 En particulier, ceci implique qu'une Aoo-categorie strictement unitaire A est 
Aoo-equivalente a son modele minimal (3.2.4.1) et a tout ses modeles difFerentiels gradues (7.5.0.2). 

Deuxieme cas : f est une inclusion A '— » B oil A est une sous-Aoo-categorie pleine de B. 
Grace a la remarque precedente, Nous pouvons supposer que B est diffcrcnticllc graducc. Comme 
H°f : H°A — > H°B est une equivalence, il sufRt de montrer le theoreme dans le cas suivant : 
Choisissons dans chaque classe d'isomorphie [B] de B un representant Bo- Soit A l'ensemble de ces 
rcpresentants. Nous posons A egale a la sous-categoric plcinc de B formee des objcts A G A. Soit 

r : B -> A, B ^> r(B) = B . 

Soit A' la categoric diffcrentiellc graduee r A r sur B (voir 5.1.2.4). Nous avons alors les egalitcs 

A'(B, B') = A(B , B' ) - B(B , B' ) 

et les categories differentielles graduees A et A' sont equivalentes au sens classique. lis nous sufEt 
done de montrer que A' et B sont Aoo-equivalentes. Soit i : A — > A' l'inclusion. Nous allons 
construire une Aoo-equivalence 

g-.A'^B 

tel que / = g o i. 

Construction de g : Posons g = 1b. L'Aoo-foncteur g est done donne par un Aoo-morphismc 
A' — > B dans C(B,B). Par hypothese, tout element B £ B est Aoo-isomorphe a r(B). Pour chaque 
B EM, choisissons un clement as de B(r(B),B) qui devient un isomorphisme dans H°B(r(B),B). 
Considerons le diagrammc de B-B-bimodulcs difFerentiels gradues 

B(-,?) 

(I) |a* 

^'(-,?)=B(r(-) > r(?))- 5 ^B(r(-) > ?). 

L'Aoo-foncteur de Yoneda y : B — > C^B (7.1.0.1) envoie le diagramme (/) sur un diagrammc 
quasi-isomorphe de B-B-bimodules 

C 00 B(y— ) y'!) 
(I') (ya)" 

C 0Q B(yr(-),yr(?))—+C 00 B(yr(-),y'?). 

Pour chaque B £ B, le morphisme as devient un isomorphisme dans H°B. Comme le foncteur 
de Yoneda induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes (7.4.0.1), il induit un 
isomorphisme H°B — > H°C oc B. Nous en deduisons que le morphisme yas est une equivalence 
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d'homotopie dans C^B. D'apres l'equivalence entre les categories de D3 et D4 (4.1.3.1), il est un 
quasi-isomorphisme. Ccci implique que les Heches du diagramme (/') sont des quasi-isomorphismes. 
La categorie B etant differentielle graduee, les £>-bipolydules y(B), B e B, sont des S-modules 
differentiels gradues et le morphisme yas ■ y( r (B)) — > y(B) est un morphisme de £>-modules 
differentiels gradues. L'axiome (CM5) de la categorie Mod£> nous donne une factorisation de ya>B 
en une cofibration triviale et une fibration trivialc 

yr(B) m(B) yB. 

Grace a l'axiome (CM4) de la categorie Mod B, il existe un quasi-isomorphisme ag tel que pb°ob = 
l y B- Lc morphisme 

CocB(y— 1 y7)->C oc B(m— 1 m7), a; >-> a ox op, 
est un quasi-isomorphisme d'algebres diffcrentiellcs graduees. Le diagramme 

CooS(m_, ml) 

(I") | r 

C 00 S( 2 /r(-), 2 /r(?)) — +C 00 B(yr{-),v1) 

(ya)» 

est ainsi quasi-isomorphc a (/'). Les cofibrations etant des monomorphismcs, la flcche verticale du 
diagramme (J") est une surjection. Nous en deduisons que les projections canoniqucs 

C 00 B(yr(-),2/r(?))^P^C 00 B(rrw,m?), 

ou P est le produit fibre au-dessus du diagramme (J") sont des quasi-isomorphismes. Commc 
C oc B(yr(—),yr(?)) et CocB(m— , m?) sont des algcbrcs diffcrentiellcs graduees unitaires, P est 
unc algcbrc differcnticllc graduee unitairc ct les projections canoniques ci-dessus sont des mor- 
phismes d'algebres differentielles graduees unitaires. Nous avons ainsi construit une suite de quasi- 
isomorphisme d'algebres differentielles graduees unitaires dans C(B, B) 

A' ^ C^Biyri- ), yr(?)) <- P -> C^Bim- , ml) «- C^y- , yl) <- B. 

Les quasi-isomorphismes d'algebres etant inversibles a homotopie pres dans la categorie Alg^, nous 
obtenons un Aqo -quasi-isomorphisme homologiquemcnt unitairc 

g' :A'^B. 

D'apres la proposition 3.2.4.3, il existe un Aoo -morphisme strictement unitaire g homotope a g' . 
En particulier, g est un A^-quasi-isomorphisme. C'est une Aoo-equivalence (voir le premier cas.) 

Le cas general : Soit A et B deux Aoo-categories strictement unitaires sur A et B et / un Aqq- 
foncteur tel que /i est un quasi-isomorphisme ct induit unc equivalence H°A — > H°B. Choisissons 
dans chaque classe d'Aoo-isomorphie [A] de A un representant Aq et notons Bq son image par /. 
Comme H°f : H°A — ► H°B est une equivalence, nous deduisons du lemme (9.1.0.4) que toute classe 
d'Aoo-isomorphie [B] dans B admct un unique representant parmi les Bq. Notons A' (resp. B') la 
sous-categorie pleine dc A (resp. B) formee des Aq (resp. des Bq). L'inclusion 



A' -» A (resp. ff -> fi) 
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est une Aoo-equivalence (voir le deuxieme cas). Pour montrer que / est une Aoo-equivalence, il 
suffit done de montrer que le fonctcur 

induit par l'Aoc-foncteur / est une Aoo-equivalence. Son application sous-jacente /' est une bi- 
jeetion ct f[ est un quasi-isomorphisme. Nous sommes done dans le premier cas et /' est une 
Aoo-equivalence. □ 



Chapitre A 

Categories de modeles 



Dans cet appcndicc, nous rappclons la definition, due a D. Quillen [Qui67], d'une categorie de 
modeles (fcrmee), quelques notions fondamentalcs (objets fibrants, cofibrants, homotopics, fonc- 
teurs de Quillen) et quelques enonces-cles. Nous rappelons ensuite les exemples dont nous avons 
besoin dans ce manuscrit. Nous renvoyons au livre de M. Hovey [Hov99] et a l'article de W. Dwyer 
et J. Spalinski [DS95] pour plus de details. 



Definitions et propositions 

Definition A. 6 Soit E une categorie. Un relevement (de g relatif a f) dans lc diagrammc 



(1) 



A 



C 



B 



D 



est un morphisme a : C — > B tel que les deux triangles du diagrammc 




sont commutatifs. Soit i et p deux morphismes dans E. Nous dirons que p a la propriete de 
relevement a droite par rapport a i et que i a la propriete de relevement a gauche par rapport 
a p si tout diagramme de la forme (1) admet un relevement a. 

Soit / : X — ► X' et g : Y — ► Y' deux morphismes. Le morphisme / est un retract de g s'il existe 
un diagramme commutatif 

X ^Y *~X 



X' 



I 



X' 



tel que les compositions horizontales sont l'identite de X et l'identite de X'. 
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Definition A. 7 Une categorie de modeles est un quadruplet 

(E,£q,Fib, Cof), 



- E est une categorie, 

- £ q est une classe de morphismcs appeles equivalences faibles, 

- Tib est une classe de morphismes appeles fibrations (elles sont representees par des fleches a 
double tete -»), 

- Cof est une classe de morphismes appeles cofibrations (elles sont representees par des fleches 
avec une queue >— »), 

tel que les axiomes (CM1) - (CM5) ci-dessous sont verifies. Un morphismc appartenant a £qV\Cof 
sera appele une cofibration triviale et un morphisme de £q C\Tib sera appele une fibration triviale . 

(CM1) La categorie E admet toutes les limites finies et toutes les colimites finies. 

(CM2) La classe des equivalences faibles est saturee , i.e. si deux morphismes parmi /, g, fg sont 
des equivalences faibles, lc troisieme Test aussi. 

(CM3) Les trois classes de morphismes sont stables par retracts. 

(CM4) relevement : 

a. Les cofibrations ont la propriete de relevement a gauche par rapport aux fibrations triviales, 

b. Les fibrations ont la propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales. 

(CM5) factorisation : 

a. Tout morphismc / : A — » B se factorise en / = pi oil i : A >— > A' est une cofibration 
triviale et p : A' -» B est une fibration. 

b. Tout morphismc / : A — > B sc factorise en / = pi ou i : A >— » B' est une cofibration et 
p : B' -» B est une fibration triviale. 

Remarque A. 8 Nous nous conformons a la terminologic de [DS95] en appelant "categorie de 
modeles" ce que Quillcn [Qui67], [Qui69] appclle "categorie de modeles fermee". Notons que les 
axiomes sont auto-duaux. 

Soit (E,£q,J-ib,Cof) une categorie de modeles. On a les proprietes suivantes : 

- La categorie E a un objet initial et un objet final *. 

- Les fibrations sont exactement les morphismes ayant la propriete de relevement a droite par 
rapport aux cofibrations triviales. 

- Les fibrations triviales sont exactement les morphismes ayant la propriete de relevement a 
droite par rapport aux cofibrations. 

- Les cofibrations ont les proprietes de relevement duales. 

Definition A. 9 Soit X un objet de E. Un cylindre pour X est un objet X Al muni de morphismcs 
i : X ]JX -> X A / et p : X A I -> X tcls que 

1. le morphisme p est une equivalence faible, 



2. la composition poi: X\\X^XAI^X est le morphisme 

[1,1] :X]JX^X. 

Soit X A I un cylindre pour X. Deux morphismcs /, g : X — > Y de E sont X A I-homotopes a 
gauche si lc morphisme [/, g] : X \J_ X — > y se factorise en 

X]JX — ^ X A I —> Y 

pour un morphisme iT. Un tel morphisme H est appele une X A I-homotopie a gauche de / a g. 
Les morphismes / et g sont homotopes a gauche s'ils sont X A/-homotopes pour un cylindre X A I 
pour X. Nous ecrirons alors 

/ ~i 9- 

La definition d'un objet de chemins pour X est duale de celle d'un cylindre pour X. La notion 
a\' homotopie a droite (notee ~ r ) est duale de celle d'homotopic a gauche. 

Definition A. 10 Un objet X de E est cofibrant si le morphisme — ► X est une cofibration. II est 
fibrant si le morphisme X — > * est une fibration. La sous-categorie pleine des objets fibrants est 
notee Ef , celle des objets cofibrants E c ct celle des objets fibrants et cofibrants est notee E c f. 

Definition A. 11 Soit X un objet de E. Une resolution cofibrante de X est une fibration triviale 
X c -» X , oil X c est cofibrant. Une resolution fibrante de X est une cofibration triviale Y >— > Xf, 
ou Xf est fibrant. 

II resulte de l'axiome (CM5) que tout objet admet une resolution cofibrante et une resolution 
fibrante. 

Lemme A. 12 Soit X un objet cofibrant et Y un objet fibrant. 

a. La relation de X A I -homotopie a gauche ne depend pas du choix du cylindre X Al. De meme, 
la relation de PY -homotopie a droite ne depend pas du choix de V objet de chemins PY. 

b. Les relations d'homotopie a gauche et d'homotopic a droite coincident sur E(X,Y). On 
definit la relation d'homotopic ~ comme egale a ces deux relations. 

c. La relation d'homotopie est une relation d 'equivalence sur E(X,Y). 

d. Soit X' un objet cofibrant et Y' un objet fibrant. La relation f ~ g implique fh ~ gh et 
h! f ~ hi g quels que soient les morphismes 

h-.X'^X et h! :Y -> Y' . 

□ 

Le quotient E c f/ ~ est done une categorie. On definit la categorie homotopique Ho E comme la 
localisation E[fq _1 ] de E par rapport a la classe des equivalences faiblcs (voir [GZ67, 1.1]). 

Proposition A. 13 a. L'inclusion E c f — > E induit une equivalence 
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b. Soit X et Y deux objets de E. Soit X c — » X une resolution cofibrante de X et Y >— ► if une 
resolution fibrante de Y . On a une bijection canonique 

HoE(X,F)~E(X c ,y f )/~- 

□ 

Equivalence de Quillen 

Definition A. 14 Soit E ct F deux categories de modeles. Un foncteur G : E — > F est un foncteur 
de Quillen a gauche s'il admet un adjoint a droite et s'il preserve les cofibrations et les cofibrations 
triviales. Un foncteur D : F — > E est un foncteur de Quillen a droite s'il admet un adjoint a gauche 
et s'il preserve les fibrations et les fibrations triviales. Soit une paire de foncteurs adjoints (G, D, (ft), 
c'est-a-dire que G est adjoint a gauche a D et que <f> est une bijection fonctorielle 

Hom F (GA,y) Ho(tie(A, DY). 

On dira qu'cllc est une adjonction de Quillen si G est un foncteur de Quillen a gauche. (Ceci 
implique que D est un foncteur de Quillen a droite.) Une adjonction de Quillen est une equivalence 
de Quillen si, pour tout objet cofibrant X de E et tout objet fibrant Y de F, un morphisme 
/ : GX — » Y est une equivalence faible si et seulement si <f>f : X — > DY est une equivalence faible. 
Nous renvoyons a [DS95, Sect. 9] pour les details de la definition suivantc. 

Definition A. 15 Soit G un foncteur de Quillen a gauche. Le foncteur derive a gauche de G est 
le foncteur 

LG : HoE — ► Ho F 

qui cnvoic un objet X de E sur GX C , ou X c -» X est une resolution cofibrante de X. Soit D un 
foncteur de Quillen a droite. Le foncteur derive a droite de D est le foncteur 

JUD : Ho F — ► Ho E 

qui cnvoic un objet Y de F sur GYf. ou Y >— > Yf est une resolution fibrante de Y . 

Remarque A. 16 Notons que si un foncteur G (resp. D) comme dans la definition preserve les 
equivalences faibles, alors il induit un foncteur entre les categories homotopiques, et LG (resp. RZ?) 
est canoniquement isomorphe a ce foncteur induit. 

Proposition A. 17 Soit (G, D, 0) une adjonction de Quillen de E dans F. Les propositions sui- 
vantes sont equivalentes 

a. (G, D 1 (f>) est une equivalence de Quillen. 

b. Les foncteurs LG et RD sont des equivalences inverses I'une de Vautre entre HoE et HoF. 
Exemples de categories de modeles 

Exemple A. 18 (Complexes de C) Soit C la categorie de base (1.1.1). La categorie CC de (1.1.1) 

admet une structure de categorie de modeles telle que 

- la classe des equivalences faibles est la classe Qis des quasi-isomorphismes (notons que ce 
sont exactement les morphismes qui sont inversibles a homotopie pres), 
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- les fibrations sont les epimorphismes (c'cst-a-dirc, lcs morphismes dont lcs composantes sont 
des epimorphismes), 

- lcs cofibrations sont les monomorphismes (c'est-a-dire, les morphismes dont les composantes 
sont des monomorphismes). 

Tous les complexes sont fibrants et cofibrants pour cette structure. La categorie homotopique 
associee est HC. 

Exemple A. 19 (Complexes de chaines non bornes) Soit R un anneau. Soit CR la categorie 
des complexes de chaines 

► M p - 1 -► M p -> M p+1 ■ ■ ■ , peZ., 

de -R-modules a droite. Les trois classes de morphismes suivantes definissent une structure de 
categorie de modeles sur CR (voir [Hov99, Chap. 2]). 

- Les equivalences faibles sont les quasi-isomorphismcs. 

- Les fibrations sont les morphismes / : X — > Y tels que /" est surjectif pour tout n € Z. 

- Les cofibrations sont les morphismes qui ont la propriete de relevement a gauche par rapport 
aux fibrations trivialcs. 

Tous lcs complexes sont fibrants pour cette structure. Si un complexe X est cofibrant, alors toutes 
ses composantes X n , n £ Z, sont projectives. La reciproque est fausse. Cependant, si on suppose 
que le complexe X est borne a droite et que ses composantes sont toutes projectives, alors il est 
cofibrant. 
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Chapitre B 



Theorie de l'obstruction 



B.l Theorie de Pobstruction pour les Aoo-algebres 

Nous etudions la theorie de Pobstruction des Aoo-algebres. Soit C une categoric de base telle que 
dans lc chapitre 1. [A, mi, . . . , m„) une A n -algebre. II s'agit de mesurer l'obstruction a l'cxistence 
d'un morphisme m n+ i : A® n+1 — > A tel que (A, mi, ... , m n +i) soit une A n+ i-algcbre (B.l. 2). Soit 
A ct A' deux A n+ i-algebres. Soit une famille de morphismcs graducs 

fi : A m — ► B, l<i< n, 

definissant un A n -morphisme A A' . Nous mesurons ensuite l'obstruction a l'existence d'un 
morphisme f n +i ■ A® n+1 — > A' tel que les fi, 1 < i < n + 1, definissent un A n+ i-morphismc 
A — > A' (B.l. 5). Nous montrerons que cette obstruction est fonctorielle par rapport aux A n +i- 
morphismes stricts (B.l. 6). 

L'ctudc des obstructions est un outil classique, voir par exemple T. Kadeishvili [Kad80], A. Proute 
[Pro85]. Elle doit son existence au fait que l'operade des Aoo-algebres est un modele cofibrant mi- 
nimal au sens de M. Markl [Mar96] pour l'operade des algebres associatives. Nous n'adoptons pas 
ici ce point de vue lui preferant une approche naive. 

Les Aoo-algebres 

Soit V un objet gradue. Soit des morphismcs gradues 

b t : V® 1 -> V, l<i<n+l, 
de degrc +1. Notons b la coderivation de T? +1 -V donnee par la suite 

(6i, . . . , b n , b n+ i). 

Posons 

c(6 2 ,...,6„)= Ml 5 "®**®!® 1 ) 

2<i<n 

oil les entiers j, k, I verifient j + k + I = n + 1 et j + 1 + I = i. Rappelons que i\ et p n +i designent 
les morphismcs canoniqucs 
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Lemme B.l.l Supposons que la coderivation de la cogebre TPAf donnee par la suite 

(61, ...,b n ) 



est une differentielle. 
a. La coderivation 



[n+l] [«+!] 



est egale a i\ o C, o p n +i, ou £ : V® n+l — > V est donne par 

( = + K+ibi + c{b 2 , . . . , b n ); 

ici la derniere occurrence de b\ designe la differentielle de (V,bi)® n+ . 
b. Le morphisme gradue 0(62, . . . ,b n ) est un cycle de 

{Homg rC (V® n+1 ,V),5), 

oil la differentielle S est induite par celle du complexe {V, b\). 

En particulier, la coderivation b est une differentielle si et seulement si le cycle 0(62, . . . , b n ) est 
egal au bord — 6(& n+ i). 

Demonstration : a. Notre hypothese implique que le carre b 2 se factorise par p n +i - L'image de la 
co-multiplication A est incluse dans 



T[n] V ® T ln] V C% +1] V®T{ n+1] 



On a done 1'egalitc 



A6 2 = (1®& 2 + 6 2 ®1)A = 0. 

On en deduit que l'image de b 2 est incluse dans ker A = V. Ceci nous donne la factorisation par i\. 
Un calcul direct nous donne la formule pour 
b. D'aprcs le premier point, on a 

bi ob 2 = bo b 2 = b 2 ob = b 2 ob u 

ou la derniere occurrence de b\ designe la differentielle de (V, Ceci montre que ( est un 

cycle dans le complexe 

(Homg rC (V® n+1 ,V),6). 

Comme nous avons 

C = 5(b n+ i) + c(b 2 , ■ • . ,b n ) 
il en est de meme pour c(6 2 , . . . , b n ). □ 

Corollaire B.1.2 Soit (A, mi) un complexe. Soit des morphismes gradues 

to,: : A® 1 -> A, 2<i<n + l 

de degre 2—i. Supposons que les morphismes rrii, 1 < i < n, definissent une structure de A n -algebre 
sur A. La sous-expression 

(-l) jk+l mi(l® j ® m k ® 1®') 

i,k=£l 



B.l : Thcorie de l'obstruction pour les Aoo-algebres 
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de I'equation (*„+i) de (1.2.1.1) definitun cycle de (Homg; r c(A®™ +1 , A), S). Nous le notons r(m2, . . . ,m n ). 
L'equation (* Tl+1 ) se recrit alors 

r(m 2 , . ■ . ,m n ) + 5(m n +i) = 0. 

Demonstration : Nous appliquons le lemme precedent a l'espace gradue V = SA et aux mor- 
phismcs gradues bi dermis a l'aide des bijections bi <-> m,. Ces memes bijections envoient le mor- 
phismc r(m2, . . . , m„) sur le morphismc c(&2, ■ • ■ , b n ) et le morphisme 5{m n+ i) sur 5{b n+ \). □ 

Les Aoo-morphismes d'Aoo-algfebres 

Les lemmes suivant se montrent de maniere similaire. 

Soit V et W deux objets gradues. Soit b et b' des differentielles de cogebres sur les cogebres 



T, c . et T, c , .,W. Soit unc famillc de morphismcs gradues 

[n+l] * to 

FiiV^-^W, 1 < * < n+ 1, 
de degre 0. Soit F le morphismc de cogebres 



[n+l] [n+l] 



qui releve les Fi. Posons 

c(Fi, . . . , F„) - ^ ® 6 fe ® 1®') - ^ b'^Fi, ®...®F Zr ), 

k>2 r>2 

ou les entiers j, k, I de la somme de gauche verifient j + k + I = n + 1 ct j + 1 + / = i, et oil la 
somme des entiers i r de la somme de droite vaut n + l. 

Lemme B.l. 3 Supposons que le morphisme 

induit par F dans les n-primitifs est compatible aux differentielles. 
a. La (F, F)-coderivation 

b'F-FbiT^V^T^W 



est egale a i\ o ( op n+lj ou C ■ V® n+1 — > W est donne par 

C = hF n+1 + F n+1 h +c(F 1 ,...,F n ); 
ici la derniere occurrence de b\ designe la differentielle de {V, b\) 



b. Le morphisme gradue c{F\, . . . , F n ) est un cycle de 

(Hom grC (V® n+1 ,W),6), 

ou la differentielle 8 est induite par celles des complexes (V, bi) et (W, 

En particulier, le morphisme F est compatible aux differentielles de cogebres si et seulement si on 
a 

S(F n+1 ) + c(F u ...,F n ) = 0. 

□ 
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Regardons maintenant le comportement de 1'obstruction par rapport a la composition des 
A n+ i-morphismes. 

Soit V et W deux objets gradues. Soit d et d! deux differentielles de cogebres sur les cogebres 
T[ n+1 ^V' et T^ n+l ^W' . Soit deux morphismes de cogebres differentielles graduees 



G ■ T[ n+1] V — Tf n+1] V et H : Tf n+1] W — Jf n+1] W. 

Des calculs directs nous donnent le lemme suivant. 
Lemme B.1.4 a. On a I'egalite 

c(F lt . . . , F n ) o G^ n+l + F 1 o S(G n+1 ) = c((FG)i, . . . , (FG)„) 

de morphismes de (y'^® n + l dans W. 
b. On a I'egalite 

5(H n+1 ) o F^ n+1 + H x o ciF lt . . . , F n ) = c((HF) u (HF) n ) 

de morphismes de V® n+1 dans W . □ 
Corollaire B.1.5 Soit A et B deux A n+ i~algebres. Soit des morphismes gradues 

f i :A® i ^B, \<i<n+l, 

de degre 1 — Supposons que les morphismes fi, 1 < i < n, definissent un A n -morphisme A — > B. 
La sous-expression 

^(-l) j7l+ 7i(l® j ® m k <8> 1®') - J^-l)^/,, ® . . . ® f ir ) 

de I'equation (**„+i) <ie (1.2.1.2) defmit un cycle dans (Homg r c(A® n+1 , B), S). Nous le notons 
r(/i, . . . , /„). L'equation (** n+ i) se recrit 

r(/i,...,/„)+*(/ n+ i)=0. 

□ 

Corollaire B.1.6 SW A' e< i?' delta; A n+ i -algebres. Soit g : A' A et h : B ^ B' deux A n+ i- 
morphismes stricts. On a les egalites de morphismes 

1. r(f 1 ,-.,fn)ogi m+1 = r((fg) 1 ,...,(fg) n ), 

2. h 1 or(f 1 ,...,f n )=r({hf) 1 ,...,(hf) n ). 

L'obstruction est done fonctorielle par rapport aux morphismes stricts. 

Demonstration : C'est la traduction du lemme B.1.6 applique aux constructions bar des 
algebres A,A',B et B'. Les morphismes g et h etant stricts, on a H n +\ = et G n +i = 0. Les 
equations de (B.1.6) se traduisent alors par celles du corollaire. □ 



B.2 : Theorie de l'obstruction pour les polydules 
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B.2 Theorie de l'obstruction pour les polydules 

Les demonstrations de cette section etant presque identiques a celles de la section 1.2.2, nous 
nous contentons d'enoncer les resultats. Soit C et C les categories de base de la section 2.1. 

Lemme B.2.1 Soit A une A n -algebre. Soit {M,m^f) un complexe. Soit des morphismes gradues 

mf : M ® A® 1 - 1 -> M, 2<i<n+l, 

de degre 2 — i. Supposons que les morphismes rrii, 1 < i < n, definissent une structure de A n -module 
sur M. La sous-expression 

(-iy k+l mi(l® j (g> m k <g> 

de I'equation (*' n+ i) de (2.3.1.2) definit un cycle de (Homg^c' (M ® A® n , M), S), oil S est induit 
par mi e ^ m i 1 ■ Nous le notons r{rri2, ■ ■ ■ , m n ). L'equation (*' n+ i) se recrit alors 

r(m 2 , ■ • ■ ,m„) 4- 5(m n+1 ) = 0. 

□ 



Lemme B.2. 2 Soit A une A n -algebre. Soit M et N deux A n+ i-modules sur A. Soit des mor- 
phismes gradues 

fi-. M ® A® 1 " 1 -> N, l<i<n + l, 

de degre 1 — Supposons que les morphismes fi, 1 < i < n, definissent un A n -morphisme M —> N. 
La sous- expression 

de I'equation (**^+i) de (2.3.1.5) definit un cycle dans 

(Hom Sr c(M <g> A® n , N), S). 
Nous le notons r(/i, . . . , /„). L'equation (**' n+ i) se recrit alors 

r(/ 1) ... ! /„) + 5(/„ +1 ) = 0. 

□ 

Lemme B.2. 3 Soit A une A n -algebre. Soit M' et N' deux A n+ \-modules. Soit g : M' —> M et 
h : N — > N deux A n+ i-morphismes stricts. On a les egalites de morphismes 

1. r(f u ...,f n ) o gi ® 1®" = r((/ 5 )i, • • ■ , (Jg) n ), 

2. hi o r (fi, ...,/„) = r((hf)x, . . . , (hf) n ). 

□ 
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B.3 Theorie de l'obstruction pour les bipolydules 

Les demonstrations de cette section sont omises car elles sont similaircs a cclles de la section 
B.l. Soit C, C et C" les categories de base de la section 2.5. 

Soit A et A" deux Aoo-algebres dans C et C". Dans ce qui suit, r et t designent deux entiers 
> et £ designe l'ensemble des couples d'entiers tels que 0<i<retO<j<t — 1, ou, 

< i < r — 1 et < j < i (voir le graphique ci-dessous). L'ensemble £' est egal a £ \ (0, 0). 



3 3 
A A 

t •••••• t • 



••••••• 1 ••••••• 

••••••• i •••••• - i 

r 1 r 

ensemble £ ensemble £' 



Soit M un objet differentiel gradue de C. On note sa differentielle mo,o- Soit 

m itj : A® 1 ®M® A"® -> M — >• M, < j < i, < i < r, (i, j) ^ (0, 0), 
un morphismc gradue de dcgre 1 — i — j dans C. 

Lemme B.3.1 Supposons que les morphismes rriij, G £' , verifient les equations 

(k,l) £ £, de la definition 2.5.1.1. La sous-expression 

*^{l,(0,0),(r,t)} 

c?e V equation (*" t ) definit un cycle de 

Hom erC ' [A® r ®M® A"®\ M). 

On le note cim^j, (i>j) £ £')■ Les morphismes m.ij, < j < t, < i < r, verifient I'equation 
(*" t ) sz ei seulement si on a I'egalite 

5( m r,t) = c(m itj , £ £'). 

□ 

Soit M et N deux A-A"-bipolydules dans C. Soit 

fij : A® 1 ®M® A"® j — *■ M — > M, < j < t, < i < r, 
un morphismc gradue dc dcgre —i — j dans QrC . 



B.4 : Cohomologie de Hochschild ct theorie de l'obstruction pour les Aoo -structures minimales 
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Lemme B.3.2 Supposons que les morphismes fij, G £, verifient les equations {**'lr), 

(k,l) G £, de la definition 2.5.1.1. La sous- expression 

E(c^ ( o,o)(-i) Q( - w W,,3(i® a ® h,i ® 1®^) = 

E^ { i, ( o,o)}(- 1 ) J+j(|m * l) ./.,.( 10I ® TO *® 1 ^) 

de I'equation (**"t) es ^ un cycle de 

Hom grC (A® r ® M ® A"®\ N). 

On le note c'^fij, {i,j) G £)■ Les morphismes fij, < j < t, < i < r, verifient I'equation (**"t) 
si et seulement si on a Vegalite 

5(fr,t)=c'(f i ,j, (i,j)G£). 

□ 

On regarde maintcnant la compatibilte de l'obstruction aux morphismes stricts. 
Soit M' et N' deux A-A'-bipolydules et 

g : M' — > M ct h : N -> N' 

deux Aoo-morphismcs stricts de bipolydules donnes par des morphismes gradues de degre dans 
GrC 

go,o :M'^M et h ofl :N-yN'. 

On definit les morphismes 

(fog) UJ ct (b/) y , 0<j<t, 0<i<r, 

par les memes formules que celles donnant la compositions des morphismes de bipolydules. 
Lemme B.3.3 On a les egalites suivantes : 

1. c'(f hJ , (i,i)6£)o(l«'8^«l» t ) = c'((/o S )y l (i,i)e£), 

2. ho,ood(fij, G £) = c'((/io/)y, {i,j)££). 

□ 

B.4 Cohomologie de Hochschild et theorie de l'obstruction 
pour les Aoo-structures minimales 

Dans cette section, on rappelle la cohomologie de Hochschild d'une algebre graduee a coefficients 
dans un bimodule gradue. Nous etablissons ensuite une theorie de l'obstruction des Aoo-algebres 
minimales (rcsp. des Aoo-niorphismes cntre Aoo-algebres minimales ct des homotopies entre ces 
Aoo-morphismes) . 



Rappel sur la cohomologie de Hochschild 
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Soit C une categorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A e QrC une algebre associative. 
On considere A comme une Aoo-algebre dont r«2 = ^i A et m, = pour tout i ^ 2. Rappellons que 
(BA) + est la construction bar co-augmentee de A. Soit coder((BA) + ) l'espace des coderivations 
(BA) + — > (BA) + . II est gradue par le degre des coderivations. L'application 

S:D^b A oD-{-l)^Dob A , 

ou b A est la differentielle de (BA) + et D est de degre \D\, definit une differentielle sur coder {{BA) + ). 
Nous montrons (comme dans le lemme 1.1.2.2) que nous avons une bijection naturelle 

coder(( J BA)+) Homg rC ((BA)+, SA) 

D i ► pi o D. 

Ainsi, une coderivation D est determinee par les composantes de p\ o D 

A : {SA)® 1 ^SA, i> 0. 

Les bijections 6^ «-» m„ i > 1, de la section 1.2.2 (completee de la bijection qui associe au morphisme 
b : e — > le morphisme m = —cub : e —> A) nous donnent une bijection 

Hom grC ((BA)+, SA) JJ Hom grC (A® 4 , A). 

Le complexe de Hochschild est defini par ces bijections comme 

C(A, A) = S- 1 Y[ Homg^A®*, A). 

i>0 

Sa differentielle Snoch envoie un morphisme / : A® n — > A de degre r sur le morphisme 

5hoc.hU) ■ A® n+1 — ► 4 

donnc par la sommc 

Si le degre de / est nul, nous retrouvons la definition habitucllc (voir par exemple [CE99, Chap. IX]). 
Soit M £ QrC un A-A-bimodulc. Le complexe de Hochschild a coefficients dans M est l'espace 

C{A,M) =Y[Homg rC (A^,M), 

i>0 

sa graduation est induite par la graduation de l'espace 

Y[Hom grC ((SA)®\SM) 

i>0 

et sa differentielle Snoch est definie par la meme formule que precedemment. La cohomologie de 
Hochschild de A a coefficients dans M est la cohomologie de C(A, M). Si A est unitaire, le complexe 
C(A, M) est homotopiqucmcnt equivalent au sous- complexe de Hochschild reduit (voir [CE99, 
Chap. IX]) 

C{A, M) = Y[ Homg r c(A® i ,M), 

i>0 
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ou A est le conoyau de l'unite de A. La differentielle de C(A, M) est induite par celle de C(A, M). 

Obstruction a l'extension d'une A n -algfebre minimale en une A n+1 -algebre minimale 
Lemme B.4.1 Soit A une algebre graduee de QrC. Soit des morphismes gradues 

m, : A®* -> A, 3<i< n, 

de degre 2 — i. Nous posons m-2 = fi A . Supposons que les morphismes m.£, 2 < i < n— 1, definissent 
une structure de A n -algebre minimale sur A. La sous-expression 

J2 {-l) j+kl mi{l® j (8 wfe ® 1®') 

j,fc^{l,2} 

de I'equation (* n +i) de (1.2.1.1) definit un cycle de Hochschild. Nous le notons J" (7713, . . . ,m„_i). 
L 'equation (*n+i) se recrit alors 

SHoch(m n ) + r(m 3 , . • . , m n _i) = 0. 

Demonstration : Soit la suite des morphismes 6,, 2 < i < n, donnes par les bijections 6i <-> m, 
(voir 1.2.2). On note D la coderivation de (BA) + telle que les composantes de p\ o D sont donnees 
par la suite 

(0 I 0,6 2 ,...,6 n -iA,0,...)- 

Comme les m,, 2 < i < n — 1, definissent une structure de A n -algebre minimale, le carre de la 
coderivation D restreint a la sous-cogebre T^SA est mil. On en deduit que la composition 

AoD 2 = (l»D 2 + fl 2 ®l)oA 

s'annule sur le sous-espace (SA)® n+1 . II s'ensuit que l'image par D 2 du sous-espace (SA)® n+1 est 
contenue dans ker A = SA et que celle du sous-espace (SA)® n+2 est contenue dans (SA)® 2 © SA. 
Ainsi, sur le sous-espace (SA)® n+2 , on a l'egalite 

D 2 ob 2 = L> 3 = b 2 oD 2 . 

Ceci montre que l'element 

D 2 \ (SA) ®n+i e Hom{{SA)® n+1 ,SA) 
est un cycle. La premiere assertion du lemme est deduite du fait que relemcnt 

W (-C 2 |(S J 4)«"+ 1 ) 

correspond a l'element r(m^, . . . ,m„_i) par 1'isomorphismc de complexes 

S^HomgrcdBAy, SA) C(A,A). 

La derniere assertion du lemme est immediate. □ 

Obstruction a l'extension d'un A n -morphisme entre Aoo-algebres minimales en un A n+ i- 
morphisme 
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Chapitre B : Theorie de l'obstruction 



Lemme B.4.2 Soit A et A' deux A^-algebres minimales. Soit 

g : {A,m 2 ) -> (A',m' 2 ) 

un morphisme d'algcbres graduees. Soit des morphismes gradues 

fi : A® i — > A', 2<i< n, 

de degre 1 — i. Nous posons fi = g. Supposons que les morphismes fi, 1 < i < n — 1, definissent 
un A n -morphisme A — > A' . La sous-expression 

E E (-l)X-(/ii®»-®/0 

fcg{l,2} r£{l,2} 

de I' equation (**n+i) de (1.2.1.2) definit un cycle de Hochschild dans C(A,A'); la structure de 
A-bimodule sur A' est donnee par g. Nous notons ce cycle r(/2, ■ ■ • , fn-i)- L 'equation (** n +x) se 
recrit alors 

SHoch(fn) + r(/2, • ■ • , /n-l) = 0. 

□ 

Obstruction a l'extension d'une A n -homotopie entre Aoo-morphismes d'Aoo-algebres 
minimales en une A n+ i-homotopie 

Lemme B.4.3 Soit A et A' deux A^-algebres minimales. Soit f et g deux A^ -morphismes A — > 
A' . Soit des morphismes gradues 

hi : A® 1 — > A', 2<i< n, 

de degre —i. Posons hi = 0. Supposons que les morphismes hi, 1 < i < n — 1, definissent une 
homotopie entre f et g consideres comme A n -morphisme A — > A' (on a alors f\ = g\). La sous- 
expression 

E (-l) s "ir+i+t(/i! ® • • • ® /i r 8> /ife (8> <S> • • • ® 5i t ) + 

r+l+tj£{l,2} 

- E (-l) jfc+i ^(l^®™fc®l^) + /™+i-.9«+i) 

fcg{l,2} / 

de I'equation (* * *„ +1 ) de /a definition 1.2.1.7 definit un cycle de Hochschild dans C(A,A') ; la 
structure de A-bimodule sur A' est donnee par fx et g\. Nous notons ce cycle rih^, ■ ■ ■ , h n — i). 
L'equation (* * se recrit alors 

$Hoch(h„) + r(h 2 , . . . , ton-i) = 0. 

□ 
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Sur les Aoo-categories 

Kenji Lefevre-Hasegawa 

Resume : Nous etudions les Aoo-algebres Z-graduees (non necessairement connexes) et leurs Aoo- 
modules. En utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de l'algebre homotopique de Quillen, 
nous decrivons la localisation de la categorie des Aoo-algebres par rapport aux Aoo-quasi-isomorphismes. 
Nous adaptons ensuite ces methodes pour decrire la categorie derivee DooA d'une Aoo-algebre augmentec 
A. Le cas ou A n'est pas muni d'une augmentation est traite differemment. Neanmoins, lorsque A est 
strictement unitaire, sa categorie derivee peut etre decrite de la meme maniere que dans le cas augmente. 
Nous etudions ensuite deux variantes de la notion d'unitarite pour les Aoo-algebres : l'unitarite stricte et 
l'unitarite homologique. Nous montrons que d'un point de vue homotopique, il n'y a pas de difference entre 
ces deux notions. Nous donnons ensuite un formalisme qui permet de definir les Aoo-categories comme des 
Aoo-algebres dans certaines categories monoi'dales. Nous generalisons a ce cadre les constructions fonda- 
mentales de la theorie des categories : le foncteur de Yoneda, les categories de foncteurs, les equivalences de 
categories... Nous montrons que toute categorie triangulee algebrique engendree par un ensemble d'objets 
est Aoo-pretriangulee, c'est-a-dire qu'elle est equivalente a H°twA, ou twA est l'Aoo -categorie des objets 
tordus d'une certaine Aoo-categorie A. 

Discipline : mathematiques 

Mots-cles : Aoo-categorie, algebre a homotopie pres, categorie derivee, algebre homologique, categorie 
triangulee, construction bar 

On Aoo-categories 

Kcnji Lcfcvrc-Hascgawa 

Abstract : We study (not necessarily connected) Z-graded Aoo-algebras and their Aoo-modules. Using 
the cobar and the bar construction and Quillen's homotopical algebra, we describe the localisation of the 
category of Aoo-algebras with respect to Aoo-quasi-isomorphisms. We then adapt these methods to des- 
cribe the derived category DooA of an augmented Aoo-algebra A. The case where A is not endowed with 
an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its derived category can 
be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two different notions of Aoo- 
unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to homotopy, there is no difference 
between these two notions. We then establish a formalism which allows us to view Aoo-categories as Aoo- 
algebras in suitable monoidal categories. We generalize the fundamental constructions of category theory 
to this setting : Yoneda embeddings, categories of functors, equivalences of categories... We show that 
any algebraic triangulated category T which admits a set of generators is Aoo-pretriangulated, that is to 
say, T is equivalent to H°twA, where tw.4 is the Aoo-category of twisted objets of a certain Aoo-category A. 

Keywords : Aoo-categorie, homotopy algebra, derived category, homological algebra, triangulated cate- 
gory, bar construction 
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